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内 容 提要 

本 书 是 同济 大 学 数学 系 编 的 《高 等 数学 》 第 七 版 ,从 整体 上 说 与 第 六 
版 没有 大 的 变化 ， 内 容 深 广度 符合 “工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 
Ж”, 适合 高 等 院 校 工科 类 各 专业 学 生 使 用 。 

本 次 修订 遵循 “坚持 改革 、 不断 锤炼 、 打 造 精品 ”的 要 求 ， 对 第 六 版 
中 个 别 概念 的 定义 ,少量 定理 、 公 式 的 证 明 及 定理 的 假设 条 件 作 了 一 些 重 
要 修改 ; 对 全 书 的 文字 表达 、 记 号 的 采用 进行 了 仔细 推敲 ; 个 别 内 容 的 安 
排 作 了 一 些 调整 ， 习 题 配置 予以 进一步 充实 、 丰 富 ,对 少量 习题 作 了 更 
换 。 所 有 这 些 修订 都 是 为 了 使 本 书 更 加 完善 ,更 好 地 满足 教学 需要 。 

本 书 分 上 、 下 两 册 出 版 ， 上册 包 括 函 数 与 极限 、 导 数 与 微分 、 微 分 中 
值 定理 与 导数 的 应 用 、 不 定 积分 、 定 积分 及 其 应 用 、 微 分 方程 等 内 容 . 书 
末 还 附 有 二 阶 和 三 阶 行列 式 简介 、 基 本 初等 函数 的 图 形 、 几 种 常用 的 曲 
线 、 积 分 表 、 习 题 答 案 与 提示 。 
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第 七 版 前 言 


本 次 修订 工作 是 在 遵循 “坚持 改革 .不断 锤炼 .打造 精品 ”的 要 求 下 进行 的 , 修 
订 的 内 容 主 要 包括 以 下 几 个 方面 : 

1. 在 与 中 学 数学 的 衔接 上 , 删 去 了 有 关 集 合 的 内 容 , 保 留 了 映射 与 函数 ,便于 
在 教学 时 根据 实际 情况 作 灵活 处 理 ; 

2. 关于 一 些 重 要 概念 的 定义 作 了 仔细 推 项 ,力求 更 加 准确 、 没 有 瑕 症 ; 

3. 在 坚持 工科 数学 教学 要 求 的 前 提 下 ,恰当 地 处 理 有 关 定 理 的 假设 条 件 、 严 
谨 性 、 适 用 性 等 问题 ,使 教材 进一步 完善 ; 

4. 关于 语言 文字 表达 以 及 一 些 记号 的 采用 ,力求 用 词 规范 ,表达 确切 ,记号 采 
用 科学 合理 ; 

5. 对 于 个 别 内 容 安排 进行 了 适当 调整 ,并 增补 少量 内 容 , 以 便 更 好 地 适合 教 
学 的 需要 ; 

6. 对 习题 配置 进一步 充实 .丰富 ,并 作 了 一 些 必 要 的 调整 。 

本 书 已 经 出 到 了 第 七 版 ,在 本 书 每 一 版 的 修订 过 程 中 都 得 到 了 广大 关注 本 书 
的 专家 、 同 仁和 读者 的 关心 .帮助 和 指导 。 本 次 修订 就 吸取 了 他 们 对 前 几 版 提出 的 
许多 宝贵 意见 和 建议 ,特别 是 浙江 大 学 殖 燃 林 教 授 , 北 京师 范 大 学 李 仲 来 教授 、 北 
京 航空 航天 大 学 李 心 灿 教授 和 徐 兵 教授 等 ,他 们 的 意见 和 建议 对 本 次 修订 带 来 了 
很 大 帮助 ,在 此 谨 向 他 们 表示 诚挚 的 谢意 。 

本 次 修订 工作 由 同济 大 学 邱 伯 骆 完 成 。 新 版 中 存在 的 问题 ,继续 欢迎 广大 专 
家 、 同 仁和 读者 给 予 批评 指正 。 


编 者 
二 〇 一 四 年 一 月 


本 书 第 六 版 是 在 第 五 版 的 基础 上 ,遵循 以 下 几 条 原则 进行 修订 的 。 

1. 按照 精品 课程 教材 的 要 求 ,在 保持 本 书 第 五 版 优点 .特色 的 前 提 下 ,继续 坚 
持 改 革 ,反复 锤炼 ,努力 反映 国内 外 高 等 数学 课程 改革 和 学 科 建 设 的 最 新 成 果 和 最 
高 水 平 ,体现 创新 教学 理念 ,有 利于 激发 学 生 自主 学 习 , 有 利于 提高 学 生 的 综合 素 
质 和 创新 能 力 。 

2. 教材 的 定位 进行 适当 调整 ,使 得 修订 后 教材 深 广 度 的 高 限 与 第 五 版 的 要 求 
基本 保持 不 变 , 而 低 限 完全 符合 非 数 学 类 专业 数学 基础 课程 教学 指导 分 委员 会 制 
定 的 新 的 “工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 求 " ,以 适合 当前 我 国 各 类 高 校 工 
科 类 专业 本 科教 学 根据 不 同 的 教学 要 求实 施 分 层次 教学 的 需要 。 为 此 ,在 修订 版 
中 ,对 于 超过 新 的 教学 基本 要 求 的 内 容 , 涉 及 一 节 、 一 目 或 有 标题 的 内 容 均 采 用 * 
号 标 出 ,其 余 的 情形 则 采用 异体 字 排 印 , 有 关 习 题 也 以 * 号 标 出 ;对 于 新 的 教学 基 
本 要 求 中 的 个 别 内 容 , 如 涉及 向 量 分 析 的 内 容 , 本 书 第 五 版 中 体现 不 够 ,在 修订 时 
给 予 适当 的 补充 ;对 于 新 的 教学 基本 要 求 中 指明 的 为 某 些 相关 专业 选用 的 基本 内 
容 , 也 以 * 号 标 出 。 

з. 教材 的 习题 配置 是 教材 的 重要 组 成 部 分 ,是 高 等 数学 课程 教学 中 实现 教学 
要 求 ,提高 教学 质量 的 重要 环节 。 修 订 时 努力 吸收 国内 外 一 些 优秀 微 积 分 教材 在 
习题 配置 方面 的 优点 ,对 本 书 第 五 版 中 的 习题 作 较 多 的 调整 ,包括 增加 概念 复习 
ЕЙ 图形 题 ,应 用 题 ,综合 题 等 ,习题 的 总 量 也 适当 增加 。 

4. 根据 本 书 第 五 版 出 版 以 来 广大 同行 和 读者 在 教学 实践 中 的 意见 和 建议 , 进 
行 局 部 修订 ,包括 本 书 上 、 下 册 内 容 的 适当 调整 。 修 订 时 ,将 “微分 方程 "一 章 内 容 
移 至 上 册 作 为 第 七 章 , “空间 解析 几何 与 向 量 代 数 " 一 章 内 容 移 至 下 册 作 为 第 八 
章 。 

本 版 修订 工作 仍 由 印 伯 驴 、 骆 承 钦 完成 。 新 版 中 存在 的 问题 ,欢迎 广大 专家 、 
同行 和 读者 继续 给 予 批评 指正 。 


本 书 第 五 版 是 在 第 四 版 的 基础 上 ,根据 我 们 多 年 的 教学 改革 实践 ,按照 新 形势 
下 教材 改革 的 精神 ,进行 全 面 修订 而 成 的 。 在 修订 中 ,我 们 保留 了 原 教材 的 系统 和 
风格 及 其 结构 严谨 、 逻 辑 清晰 叙述 详 细 ,通俗 易 懂 、 例 题 较 多 ,便于 自学 等 优点 , 同 
时 注意 吸收 当前 教材 改革 中 一 些 成 功 的 改革 举措 ,使 得 新 版 能 更 适合 当前 教学 的 
需要 ,成 为 适应 时 代 要 求 ,符合 改革 精神 又 继承 传统 优点 的 教材 。 

新 版 为 更 好 地 与 中 学 数学 教学 相 衔接 ,上 册 从 一 般 的 集合 .映射 引 入 函数 概 
念 ,精简 了 基本 初等 函数 的 基础 内 容 ;为 有 利于 培养 学 生 的 能 力 和 数学 素养 ,渗透 
了 一 些 现代 数学 的 思想 .语言 和 方法 ,适当 引用 了 一 些 数学 记号 和 逮 辑 符号 ,文字 
作 了 适当 简化 ;为 适应 高 等 数学 课程 教学 时 数 减少 的 情况 ,在 保证 《高 等 数学 课程 
教学 基本 要 求 》 的 前 提 下 ,对 一 些 内 容 作 了 适当 精简 和 合并 ;在 应 用 方面 ,增加 了 一 
些微 积分 在 科学 技术 .经济 管理 和 日 常生 活 等 方面 的 应 用 性 例题 和 习题 。 对 第 四 
版 中 存在 的 个 别 问题 ,这 次 也 作 了 修订 。 修 改 较 多 的 部 分 涉及 函数 .极限 及 向 量 代 
数 等 内 容 。 

这 次 修订 中 ,我 系 的 广大 教师 提出 了 许多 宝贵 的 意见 和 建议 ,特别 是 郭 镜 明教 
授 提 供 了 不 少 好 的 建议 ,我 们 在 此 表示 诚挚 的 谢意 。 

本 版 修订 工作 由 邱 伯 骆 , 骆 承 钦 完 成 。 新 版 中 存在 的 问题 ,欢迎 广大 专家 、 同 
行 和 读者 批评 指正 。 


编 者 
二 OO 一 年 十 月 


第 四 版 前 言 


关于 本 书 的 修订 问题 ,全 国 高 校 工科 数学 课程 教学 指导 委员 会 曾 于 1992 年 5 
月 的 工作 会 议 上 进行 了 讨论 ,与 会 代表 们 希望 本 书 修改 后 能 更 加 适应 大 多 数 院 校 
的 需要 ,这 也 正 是 我 们 的 愿望 。 因 此 ,我 们 在 修订 时 ,对 不 标 * 号 的 部 分 ,注意 控制 
其 深 广 度 ,以 期 使 它 尽 量 符合 高 等 工业 院 校 的 《高 等 数学 课程 教学 基本 要 求 》( 后 
称 “ 基 本 要 求 ”") ;同时 仍 保留 标 * 号 的 内 容 ,这 些 内 容 都 是 超出 “基本 要 求 ” 的 ,可 
供 对 数学 要 求 稍 高 的 专业 采用 。 

兄弟 院 校 的 同行 ,对 本 书 此 次 修订 也 提出 了 不 少 具体 意见 ,修订 时 我 们 都 作 了 
认真 考虑 。 在 此 ,我们 对 课 委 会 及 同行 们 表示 衷心 的 谢意 。 齐 植 兰 . 赵 中 时 、 谢 树 
艺 三 位 教授 审阅 了 本 书 第 四 版 书稿 ,并 提出 不 少 宝贵 意见 ,对 此 我 们 表示 感谢 。 

本 版 在 每 章 末 增 加 了 总 习题 ,希望 这 些 总 习题 在 检查 学 习 效 果 以 及 复习 方面 
能 发 挥 作用 。 

本 书 中 用 到 二 ,三 阶 行列 式 的 一 些 知识 ,部 分 读者 由 于 阅读 本 书 前 尚未 学 过 这 
方面 的 内 容 , 因 而 产生 学 习 上 的 困难 。 为 此 ,本 版 上 册 增 加 了 一 个 附录 ,用 尽 可 能 
少 的 篇 幅 介 绍 有 关 二 、 三 阶 行列 式 的 一 些 简 单 知识 。 

本 书 从 第 二 版 起 的 修订 工作 均 由 同济 大 学 承担 。 第 二 版 修订 工作 的 正文 部 分 
由 王 福 椰 、 印 伯 驴 完成 ,习题 部 分 由 宣 炮 焕 、 郭 镜 明 、 黄 忠 湛 、 王 章 炎 完成 。 参 加 第 
三 版 修订 工作 的 有 王 福 榴 、 印 伯 驴 、 骆 承 钦 、 王 章 炎 。 参 加 第 四 版 修订 工作 的 有 王 
福 楼 ДУА 24 „Ж ЖКХ о 


Ж 
一 九 九 三 年 十 二 月 


第 一 版 前 


Di 


本 书 分 上 、 下 两 册 。 上 册 包 括 一 元 函数 微 积 分 学 、 空 间 解 析 几 何 与 向 量 代数 ， 
下 册 包 括 多 元 函数 微 积 分 学 ,级 数 、 微 分 方程 线性 代数 和 概率 论 。 各 章 配 有 习题 ， 
书 末 附 有 习题 答案 。 

本 书 可 作为 高 等 学 校 工科 高 等 数学 课程 的 试用 教材 或 教学 参考 书 。 

参加 本 书 编写 工作 的 有 同济 大 学 王 福 橄 \、 王 福 保 、 禁 森 甫 、 印 伯 骗 ,上海 交通 大 
学 王 嘉 善 ,上 海 纺织 工学 院 巫 锡 禾 ,上 海 科 技 大 学 袭 天亮, 上 海 机 械 学 院 王 敦 珊 ЈА] 
继 高 ,上 海 铁道 学 院 李 鸿 祥 等 同志 。 

本 书 由 上 海 海 运 学 院 陆 子 分 教授 主 审 。 参 加 审 稿 的 还 有 大 连 工学 院 刘 锡 琛 ， 
合肥 工业 大 学 万 迪生 \ 何 继 文 ,成 都 电讯 工程 学 院 冯 潮 清 ,西北 工业 大 学 王 德 如 , 浙 
江 大 学 盛 又 、 孙 玉麟 ,太原 工学 院 徐 永源 . 张 宝 玉 ,上 海 海运 学 院 朱 幼 文 卢 启 兴 等 
同志 。 

审 稿 同志 都 认真 审阅 了 原稿 ,并 提出 了 不 少 改进 意见 ,对 此 我 们 表示 衷心 感 
谢 。 

限于 编者 水 平 ,同时 编写 时 间 也 比较 仓促 ,因而 教材 中 一 定 存在 不 妥 之 处 , 希 
望 广大 读者 提出 批评 和 指正 。 


编 者 
一 九 七 八 年 三 月 


郑重 声明 

高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 许可 的 复 
制 .销售 行为 均 违 反 《 中 华人 民 共 和 国 著 作 权 法 》, 其 行为 人 将 承担 相应 
的 民事 责任 和 行政 责任 ;构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维 
护 市 场 秩序 ,保护 读者 的 合法 权益 ,避免 读者 误 用 盗版 书 造 成 不 良 后 
果 ,我 社 将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 进 
行 严厉 打击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵 权 行 为 ,希望 及 时 举报 ,本社 
将 奖励 举报 有 功 人 员 。 
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短信 防伪 说 明 

本 图 书 采用 出 版 物 短信 防伪 系统 ,用户 购书 后 刊 开 封底 防伪 密码 涂 层 ， 
将 16 位 防伪 密码 发 送 短 信 至 106695881280 ,免费 查询 所 购 图 书 真 伪 ， 

反 盗 版 短信 举报 

编辑 短信 “JB, 图 书 名 称 , 出 版 社 ,购买 地 点 "发 送 至 10669588128 

短信 防伪 客服 电话 

(010)58582300 


与 本 书 配 套 的 数字 课程 资源 使 用 说 明 
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初等 数学 的 研究 对 象 基本 上 是 不 变 的 量 ,而 高 等 数学 的 研究 对 象 则 是 变动 
的 量 . 所 谓 函 数 关系 就 是 变量 之 间 的 依赖 关系 ,极限 方法 是 研究 变量 的 一 种 基本 
方法 -本章 将 介绍 映射 .函数 .极限 和 函数 的 连续 性 等 基本 概念 以 及 它们 的 一 些 


第 一 节 ”映射 与 函数 


映射 是 现代 数学 中 的 一 个 基本 概念 ,而 函数 是 微 积 分 的 研究 对 象 ,也 是 映射 
的 一 种 . 本 节 主 要 介绍 映射 .函数 及 有 关 概 念 ,函数 的 性 质 与 运算 等 . 


一 、 映 射 


1. 映射 概念 


定义 ” 设 XY 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 法 则 f, 使 得 对 X 中 每 个 元 素 
x, 按 法 则 凡 在 了 上 中 有 唯一 确定 的 元 素 y 与 之 对 应 ,那么 称 / 为 从 式 到 了 的 映射 ， 
记 作 
f:X>Y, 
其 中 y 称 为 元 素 * (ФЕЯ Т) ВОК, 3F8161E (<) , 即 
y=f(x), 
而 元 素 x 称 为 元 素 y (在 映射 下) 的 一 个 原 像 ;集合 式 称 为 映射 了 的 定义 域 , 记 
作 DD,, 即 D,=X;X 中 所 有 元 素 的 像 所 组 成 的 集合 称 为 映射 /的 值 域 , 记 作 RR 或 
/OX) , Вр 
R,=f(X)= |/(х)\хє Х|. 
从 上 述 映射 的 定义 中 ,需要 注意 的 是 : 
(1) 构成 一 个 映射 必须 具备 以 下 三 个 要 素 :集合 X, 即 定义 域 D,=X; 集 合 
Y, 即 值 域 的 范围 :RC Y; 对 应 法 则 1, 使 对 每 个 x eX, 有 唯一 确定 的 y= 
Кх) Уа ХЛ. 
(2) HEA re X, ER x 的 像 y 是 唯一 的 ;而 对 每 个 ye R, 元 素 y 的 原 像 不 
— E МЕ А БЕЙ] ГАВ RE УРЕ, В RCY, 不 一 定 R, =Y. 
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例 1 设 /:R 一 R, 对 每 个 xeR,f(x)=x*. 显然 ,f 是 一 个 映射 ,f 的 定义 域 D. 
=R, {HR R = |yly>0| , E R 的 一 个 真子 集 . 对 于 Rj 中 的 元 素 y, 除 y=0 外 , 它 
的 原 像 不 是 唯一 的 . 如 y=4 的 原 像 就 有 x=2 ЯП х=-2 两 个 . 

例 2 х= | (х,у) lx +y =1| ,Y=|(x,0)11xl<1|,f:X- 了 ,对 每 个 (x,y) 
< 和 X, 有 唯一 确定 的 (*,0) e 了 与 之 对 应 . 显然 了 是 一 个 映射 ,的 定义 域 D,=X, 值 
域 R=Y. 在 几何 上 ,这 个 映射 表示 将 平面 上 一 个 圆心 在 原点 的 单位 圆周 上 的 点 
投影 到 x 轴 的 区 间 [ -1,1] E. 

T Tr тп т 


йз | е [5.9 Ae sin 20 


映射 ,其 定义 域 D,=| С, | OR = 1-1,1). 

设 / 是 从 集合 X ВИЕ УВЫ Р У, Y PEER y р X rh 3: 
元 素 的 像 , 则 称 / ЫХ У ERRARE ЯР ЕКЕЖ x, = 
x, CIRR f(x.) AAC) , 则 称 /为 X 到 Y 的 单 射 ;车 映射 /既是 单 射 ,又 是 满 
射 , 则 称 / 为 二 一 映射 (或 双 射 ). 

上 面 例 1 中 的 映射 , 既 非 单 射 , 又 非 满 射 ; 例 2 中 的 映射 不 是 单 射 ,是 满 射 
例 3 中 的 映射 ,既是 单 射 ,又 是 满 射 ,因此 是 一 一 映射 

映射 又 称 为 算 子 . 根据 集合 X.Y 的 不 同情 形 ,在 不 同 的 数学 分 支 中 ,映射 又 
有 不 同 的 惯用 名 称 . 例如 ,从 非 空 集 X 到 数 集 Y 的 映射 又 称 为 X 上 的 汉 函 ,从 非 
空 集 开 到 它 自身 的 映射 又 称 为 X 上 的 变换 ;从 实数 集 (或 其 子 集 ) 工 到 实数 集 了 
的 映射 通常 称 为 定义 在 X 上 的 函数 


2. 逆 映 射 与 复合 映射 


设 f 是 X 到 了 的 单 射 , 则 由 定义 ,对 每 个 yeR, 有 唯一 的 xeXX, 适 合 

Кх)= у. 于是, 我们 可 定义 一 个 从 RA X BJ Sr DR Я g, ВЮ 
g:R—X, 

对 每 个 ye R, IUE g(y)= х, x WE f(x)= y. 这 个 映射 g ЖК f ИЙЕ tE f", 
HEH р. =R, IEIR К, =X. 

按 上 述 定义 ,只 有 单 射 才 存在 逆 映 射 . 所 以 ,在 例 1、 例 2、 例 3 中 ,只 有 例 3 
中 的 映射 才 存 在 逆 映 射 广 ,这 个 广 就 是 反正 弦 函 数 的 主 值 

f° (x)=arcsin x, xe[-1,1], 

其 定义 域 D a =[-1,1] (R R a= |- 72]: 

设 有 两 个 映射 


“2+ 
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g:X>Y,, f:Y,—Z, 
ЖР Y, C Y, е 和 /可 以 定 出 一 个 从 XX 到 2 的 对 应 法 则 , 它 将 每 个 
xe X ШЙ fl z(x)] eZ. 显 然 , 这 个 对 应 法 则 确定 了 一 个 从 到 Z 的 映射 ,这 个 
映射 称 为 映射 g 和 /构成 的 复合 映射 , 记 作 .fog, 即 
fog:X—>Z, (fog)(x)=flge(x)],xeX. 

由 复合 映射 的 定义 可 知 ,映射 z 和 /构成 复合 映射 的 条 件 是 :g КИШ К, 
须 包 含 在 的 定义 域内 , 即 R, C Dj. 否则 ,不 能 构成 复合 映射 . 由 此 可 以 知道 , 映 
射 g 和 了 的 复合 是 有 顺序 的 ,f。g 有 意义 并 不 表示 g Sf 也 有 意义 . 即使 
Ре 与 gof 都 有 意义 ,复合 映射 fog 与 go 也 未 必 相 同 . 

例 4 设 有 映射 g:R->[ -1,1], 对 每 个 xeR,g(x)= sin x, 映 射 /:[ -1,1] 一 
[0,1], 对 每 个 we[-1,1],f(w)= V1-w , 则 映射 g 和 /构成 的 复合 映射 
feg:R 一 [0,1] ,对 每 个 xeR, 有 


(Рв) (x)=flg(x) |=f(sin x)= V1-sin2x = Icos xl. 


二 、 函 数 
1. 函数 的 概念 
定义 “ 设 数 集 DCR, 则 称 映射 /:D 一 R 为 定义 在 D 上 的 函数 ,通常 简 记 为 


y=f(x), xe D, 

其 中 x 称 为 自 变 量 ,y 称 为 因 变 量 ,D 称 为 定义 域 , 记 作 D,, 即 р,=р. 

函数 的 定义 中 ,对 每 个 xeD, 按 对 应 法 则 f, 总 有 唯一 确定 的 值 y 与 之 对 应 ， 
这 个 值 称 为 函数 在 x 处 的 函数 值 , 记 作 f(x), 即 y=f(x). 因 变 量 y 与 自 变 量 % 
之 间 的 这 种 依赖 关系 ,通常 称 为 函数 关系 . 函数 值 (x) 的 全 体 所 构成 的 集合 称 
为 函数 8 的 值 域 , 记 作 Кый Ср), Вр 

R, =f(D)= |yly=f(x),x eD}. 

需要 指出 ,按照 上 述 定义 ,记号 上 和 .zx) 的 含义 是 有 区 别 的 :前 者 表示 自 变 
E x MARE y 之 间 的 对 应 法 则 ,而 后 者 表示 与 自 变 量 x 对 应 的 函数 值 . 但 为 了 
叙述 方便 ,习惯 上 常用 记号 “f(x) ,xeD" 或 “y=f(x),xeD” 来 表示 定义 在 D 上 
的 函数 ,这 时 应 理解 为 由 它 所 确定 的 函数 了 

表示 函数 的 记号 是 可 以 任意 选取 的 ,除了 常用 的 了 外 ,还 可 用 其 他 的 英文 字 
母 或 希腊 字母 , WM g” F” o” Зр. 相应 地 , 函数 可 记 作 y=g(x),Y= 
Е(х) ,y=p(x) 等 .有 时 还 直接 用 因 变 量 的 记号 来 表示 函数 , 即 把 函数 记 作 y= 


3 
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у(х). 但 在 同一 个 问题 中 ,讨论 到 几 个 不 同 的 函数 时 ,为 了 表示 区 别 , 需 用 不 同 
的 记号 来 表示 它们 . 

函数 是 从 实数 集 到 实数 集 的 映射 ,其 值 域 总 在 R 内 ,因此 构成 函数 的 要 素 
是 :定义 域 Dj 及 对 应 法 则 / 如 果 两 个 函数 的 定义 域 相 同 ,对 应 法 则 也 相同 ,那么 
这 两 个 函数 就 是 相同 的 ,否则 就 是 不 同 的 . 

函数 的 定义 域 通常 按 以 下 两 种 情形 来 确定 :一 种 是 对 有 实际 背景 的 函数 , 根 
据 实际 背景 中 变量 的 实际 意义 确定 . 例如 ,在 自由 落体 运动 中 , 设 物 体 下 落 的 时 
间 为 上 ,下 落 的 距离 为 *, 开 始 下 落 的 时 刻 上 =0, 落 地 的 时 刻 上 =7, 则 * 与 ! 之 间 的 
函数 关系 是 


s=, te[0,T]. 


这 个 函数 的 定义 域 就 是 区 间 [0,7] ; 另 一 种 是 抽象 地 用 算式 表达 的 函数 ,通常 约 
定 这 种 函数 的 定义 域 是 使 得 算式 有 意义 的 一 切实 数组 成 的 集合 ,这 种 定义 域 称 
为 函数 的 自然 定义 域 . 在 这 种 约定 之 下 ,一 般 的 用 算式 表达 的 函数 可 用 “y= 
f(x)" 表 达 , 而 不 必 再 表 出 D. 例如 , 函数 y= Vl-x 的 定义 域 是 闭 区 间 
[1 ,函数 y= -让 -二 的 定义 域 是 开 区 间 ( -1,1). 

表示 函数 的 主要 方法 有 三 种 :表格 法 、 图 形 法 .解析 法 (公式 法 ) ,这 在 中 学 
里 大 家 已 经 熟悉 . 其 中 ,用 图 形 法 表示 函数 是 基于 函数 图 形 的 概念 , 即 坐 标 平面 
上 的 点 集 





[P(x,y)ly=f(x),x= D} 
称 为 函数 y=/(x) ,x eD 的 图 形 (图 1-1). РИ RER R y=f(x) WER. 
下 面 举 几 个 函数 的 例子 . 
例 5 函数 


y=2 
的 定义 域 0=(-% ,+o ) fE W= 12] , 它 的 图 形 是 一 条 平行 于 *x 轴 的 直线 ,如 
图 1-2 所 示 . 


y 
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例 6 函数 
a x<0, 
x, x 宇 0 
的 定义 域 D=(-%m ,+% ) , 值 域 R=[0,+o ), 它 的 图 形 如 图 1-3 所 示 . 这 函数 称 
为 绝对 值 函 数 . 
例 7 函数 


-1, x<0, 
y=sgn 中 x=0, 
1, x>0 
称 为 符号 函数 , 它 的 定义 域 D=(-% ,+o ) (ВА R, ={-1,0,1], АЈА 
1-4 所 示 . 对 于 任何 实数 %, 下 列 关系 成 立 : 


x=sgn x* lxl. 
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例 8 i+ NE ORO RRE x 的 最 大 整数 称 为 x 的 整数 部 分 , 记 作 [x]. 
вп, [5] =0,[7]1=1,[ т] =3,[-1]=-1,[-3.5]=-4. 把 看 作 变 量 , 则 


函数 
y=[x] 
的 定义 域 D=(-% ,+o ', 值 域 R=Z. 它 的 图 形 如 图 1-5 所 示 , 这 图 形 称 为 阶梯 
曲线 . 在 x 为 整数 值 处 ,图形 发 生 跳跃 , 跃 度 为 1. 这 函数 称 为 取 整 函数 . 
在 例 6 和 例 7 中 看 到 ,有 时 一 个 函数 要 用 几 个 式 子 表示 . 这 种 在 自 变量 的 不 
同 变化 范围 中 ,对 应 法 则 用 不 同 式 子 来 表示 的 函数 ,通常 称 为 分 段 函数 ， 
019 函数 





2Vx 


x, О<хх<1, 
1+x， x>l 


5-50) 
是 一 个 分 段 函 数 . 它 的 定义 域 D=[10,+%m ). 当 xe[10,1] 时 ,对 应 的 函数 值 


‚ $s 
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f(x)= 2/x;`4 xe (1,+ə ) 时 ,对 应 的 函数 值 f(x)= 1+x. 例如 ， 3-10, 1] ,所 以 


/[z) =? > ` V2;1e[0,1], 所 以 f(1)= 2/1 =2;3 є (1, +), 1 
f(3)= 1+3=4. 这 函数 的 图 形 如 图 1-6 所 示 . 








用 几 个 式 子 来 表示 一 个 (不 是 几 个 1) 函数 ,不 仅 与 函数 定义 并 无 地 盾 ,而 且 
有 现实 意义 . 在 自然 科学 和 工程 技术 中 ,经 常会 遇 到 分 段 函 数 的 情形 . 例如 在 等 
温 过 程 中 ,气体 压强 与 体积 V 的 函数 关系 , 当 VV 不 太 小 时 依从 玻 意 耳 ( Boyle) 定 
律 ; 当 站 相当 小 时 ,函数 关系 就 要 用 范 德 瓦 耳 斯 (van der Waals) 方 程 来 表示 , 即 


а 
уа B<V<V,, 


ЖФ А,о,В,у 都 是 常量 . 
2. 函数 的 几 种 特性 


(1) 函数 的 有 界 性 AA SO) KELEY р, XCD. 如 果 存 在 数 
K, ,使 得 
f(x) SK, 
ХЕ x e X RR, IARRAS) fE X EAER, M КЖК РАЖ f( x) fE X 
上 的 一 个 上 界 . 如 果 存 在 数 K, ,使 得 
f(x) > K, 
对 任 一 xse 碟 都 成 立 ‚ДЕА ЖК РЕ f(x) fE X F 4 FA. К РА f(x) fE X 


TE 














1-11 图 1-12 


(4) 函数 的 周期 性 BRŽ Sx) ELR A D. 如 果 存 在 一 个 正 数 4, 使 得 

对 于 任 一 xeD 有 (x+l)eD, 日 
f(x+l)=f(%) 

恒 成 立 , 那 么 称 f(x) 为 周期 函数 ,1 称 为 f(x) 的 周期 ,通常 我 们 说 周期 函数 的 
周期 是 指 最 小 正 周期 . 

例如 ,函数 sin x,cos х 都 是 以 27 为 周期 的 周期 隐 数 ;函数 tan x 是 以 7 为 周 
期 的 周期 函数 . 

图 1-13 表示 周期 为 1 的 一 个 周期 函数 . 在 每 个 长 度 为 ! 的 区 间 上 ,函数 图 形 
有 相同 的 形状 . 





1-13 


并 非 每 个 周期 函数 都 有 最 小 正 周期 . 下 面 的 函数 就 属于 这 种 情形 . 
例 10 狄 利克 雷 (Dirichlet) K% 
1, xeQ, 


p(w)=| $ 
0, xeQ.. 

容易 验证 这 是 一 个 周期 函数 ,任何 正 有 理 数 "都 是 它 的 周期 . 因为 不 存在 最 
小 的 正 有 理 数 , 所 以 它 没有 最 小 正 周期 . 

з. 反 函 数 与 复合 函数 


作为 逆 映 射 的 特例 ,我 们 有 以 下 反 函 数 的 概念 . 
BRR 广 D 一 六 D) 是 单 射 , 则 它 存在 道 映 射 广 :FD) 一 局, 称 此 映射 广 为 郴 


TF 
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数 了 的 反 函 数 . 
按 此 定义 ,对 每 个 yef/(D) ,有 唯一 的 xeD, 使 得 f(x)=y, 于 是 有 
f'(y)= x, 
这 就 是 说 , 反 函 数 广 的 对 应 法 则 是 完全 由 函数 了 的 对 应 法 则 所 确定 的 . 

例如 ,函数 y=x’,x eR 是 单身 ,所 以 它 的 反 函 数 存 在 ,其 反 函 数 为 
x=y!,yeR. 

由 于 习惯 上 自 变量 用 x 表示 , 因 变 量 用 y RR, Р y=x),x e R 的 反 函 数 通 
党 写作 у=хЎ,хє В. 

一 般 地 ,y=f(x) ,ze 的 反 函 数 记 成 y= 广 (xz) ,хе/(р). 

若是 定义 在 D 上 的 单调 函数 , 则 у; СР) E S ЯТ, FE f БЕРЕК! 
定 存 在 ,而 且 容 易 证 明 广 也 是 /(D) 上 的 单调 函数 . 事实 上 ,不 妨 设 /在 D 上 单调 
增加 ,现在 来 证 明 广 在 /(D) 上 也 是 单调 增加 的 . 

{ЕЖ у, ,у, ef(D), 且 yi<yi- 按 函数 的 定义 ,对 y, 在 D 内 存在 唯一 的 原 像 
x AES) = у, PES O) = х;у, , E D 内 存在 唯一 的 原 像 x, ,使 得 f(x,) 
=y, РЕ /'!(у,) =. 

如 果 x >x, W f(x) 9 0, 5 f y, >y, ; МЖ х,=х,, MERAY =y. 这 
两 种 情形 都 与 假设 y <y КИЕ, MOD хү<х,, BAC) A Oa). ЯШЕН Т f' 
在 f(D) 上 是 单调 增加 的 . 

相对 于 反 函 数 y=/"'(x) 来 说 ,原来 的 函数 y=f(x) 称 为 直接 函数 . 把 直接 函 
数 y=Ax) 和 它 的 反 函 数 y= 广 (*) 的 图 形 画 在 同一 坐标 平面 上 ,这 两 个 图 形 关 于 
直线 y=x 是 对 称 的 (图 1-14). 这 是 因为 如 果 P(a,b) 是 y=f(x) 图 形 上 的 点 , 则 
有 8= 几 a). 按 反 函 数 的 定义 ,有 a= 广 (5) , 故 0(b,a) 是 y= 广 (x) 图 形 上 的 点 ; 反 
之 , 若 0(0,a) 是 y= 广 (xz) 图 形 上 的 点 , 则 P(a, 纪 是 y= 所 xz) 图 形 上 的 点 . 而 P(a， 
b) 5 0(6,а) EXTER у=х 对 称 的 . 

复合 函数 是 复合 映射 的 一 种 特例 ,按照 通常 y fe) y 
函数 的 记号 ,复合 函数 的 概念 可 如 下 表述 : 

设 函 数 y=/(u) 的 定义 域 为 D), 函 数 w=g(x) 
的 定义 域 为 D,, 且 其 值 域 R, C Dj, 则 由 下 式 确定 
的 函数 

y=fle(x)], xeD, 
称 为 由 函数 w=g(x) 与 函数 y=/(4) 构 成 的 复合 
函数 , 它 的 定义 域 为 D, ,变量 4 称 为 中 间 变 量 . тол 

函数 g 与 函数 /构成 的 复合 函数 , 即 按 “ 先 z 后 ”的 次 序 复合 的 函数 ,通常 
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上 的 一 个 下 界 . 如 果 存 在 正 数 M ,使 得 

f(x) < M 
XHE— x e X ЖЕЙ SZ ,那么 称 函 数 刀 xz) 在 X 上 有 界 . 如 果 这 样 的 M 不 存在 ,就 称 
函数 放 x) 在 XX 上 无 界 ;这 就 是 说 ,如 果 对 于 任何 正 数 1 ,总 存在 x, eX, fE 
fx) >M, IRA RR х) ЕХ ЕЯ. 

例如 РА f(x)= sin х 在 (-%wm ,+o ) 内 来 说 , 数 1 是 它 的 一 个 上 界 , 数 -1 

是 它 的 一 个 下 界 ( 当然 ,大 于 1 的 任何 数 也 是 它 的 上 界 ,小 于 -1 的 任何 数 也 是 它 
的 下 界 ). 又 

lsin xI <1 
对 任 一 实数 x 都 成 立 , 故 函数 f(x)= sin x ТЕ(-®,+® ) 内 是 有 界 的 . 这 里 M=1 
(当然 也 可 取 大 于 1 的 任何 数 作为 M TEIS) <M 对 任 一 实数 x 都 成 立 ). 


又 如 函数 . Kx)= 二 在 开 区 间 (0,1) 内 没有 上 界 , 但 有 下 界 ,例如 1 就 是 它 的 
一 个 下 界 . 函数 /(x)= 二 在 开 区 间 (0,1) 内 是 无 界 的 ,因为 不 存在 这 样 的 正 数 
MM, 便 | 十 |<M 对 于 (0,1) 内 的 一 切 * 都 成 立 .但 是 /(*)= 二 在 区 则 (1,2) 内 是 


有 界 的 ,例如 可 取 M=1 而 使 | 二 | <1 对 于 一 切 xe (1,2) 都 成 立 


容易 证 明 , 函 数 f(x) 在 XX 上 有 界 的 充分 必要 条 件 是 它 在 XX 上 既 有 上 界 又 有 
下 界 . 
(2) 函数 的 单调 性 ” 设 函 数 A(x) 的 定义 域 为 D, 区 间 ICD. 如 果 对 于 区 间 I 
LERIA x K x, x <x ht, A 
f(x, )<f(x;), 
那么 称 函 数 f(x) 在 区 间 7 上 是 单调 增加 的 (图 1-7); 如 果 对 于 区 间 7 上 任意 两 
жх Ж xi, 当 xi<x; 时 , 恒 有 
Fx) >f), 
MARKAS) EKE 1 E Eh Pñ pg E 1-8). 单调 增加 和 单调 减少 的 函 
数 统称 为 单调 函数 . 
例如 ,函数 A(x)=x Е 8] 0, +оо ) 上 是 单调 增加 的 ,在 区 间 (- ,0] 上 是 
单调 减少 的 ;在 区 间 (-o ,+% ) 内 函数 /(x)=x 不 是 单调 的 (图 1-9). 
又 例如 ,函数 x)=x 在 区 间 (-% ‚+ ) 内 是 单调 增加 的 (图 1-10). 
(3) 函数 的 奇偶 性 ” 设 函 数 f(x) 的 定义 域 D 关 于 原点 对 称 . 如 果 对 于 任 一 
xeD, 


f(—x)= f(x) 








1-9 1-10 


恒 成 立 , 那 么 称 f(x) 为 偶 函 数 . 如 果 对 于 任 一 xs 也 ， 
J(—x)= -f(x) 
恒 成 立 , 那 么 称 f(x) 为 奇 函 数 . 

例如 ,f(x)= 必 是 偶 丽 数 ,因为 1( -x)= (r)? а =/(х). 又 例如 ,f(x)= 必 是 
奇 函数 ,因为 /[(-x)= (-z) =-x =-f(x). 

偶 函 数 的 图 形 关于 y 轴 是 对 称 的 . 因为 若 f(x) 是 偶 函 数 , 则 f( -x)=f(x) ,所 
以 如 果 4(x ,Kxz)) 是 图 形 上 的 点 ,那么 与 它 关 于 y 轴 对 称 的 点 4'( x, fC) ) 也 在 
图 形 上 (图 1-11). 

奇 函 数 的 图 形 关 于 原点 是 对 称 的 . 因为 车 f(x) 是 奇 函 数 , 则 f(-x)= 
-f(x) ,所 以 如 果 4 (x,f(x)) 是 图 形 上 的 点 ,那么 与 它 关 于 原点 对 称 的 点 
А"(-х, (х) ) 也 在 图 形 上 (图 1-12). 

函数 y=sin x EARRA. 函数 y= cos x EAX РЖ у = зіп x+cos х 既 非 奇 
函数 ,也 非 偶 函数 . 


第 一 节 映射 与 函数 





WN feg, BI 
(fog) (x)=flg(x)]. 
与 复合 映射 一 样 ,g 与 了 能 构成 复合 函数 ,fg 的 条 件 是 :函数 g 的 值 域 R, 必 
须 包 含 于 函数 的 定义 域 Dj, 即 R. CD. 否则 ,不 能 构成 复合 函数 . 例如 ,y=f(4) 
= arcsin и 的 定义 域 为 [ -1,1],u=g(x)= sin x 的 定义 域 为 及 ,上 且 g(R)CL[I=-1， 
1], 故 g 与 可 构成 复合 函数 . 
y=arcsin sin x,x e R; 
KA, y=f(u)= НОЯ ЙЭ D =[0, +оо ),u=g(x)= tan 的 值 域 为 R = (о, 
+оо), E R ED е 与 不 能 构成 复合 函数 . 但 是 ,如 果 将 函数 g 限制 在 它 的 
定义 域 的 一 个 子 集 рт а[) т,Еє Z} Е,Фа”(а)= tan x,x e D, JB 
A R,.=z` (D) CD g’ 与 /就 可 以 构成 复合 函数 
(Рв " )(х)= Vtan x ,x eD. 
习惯 上 为 了 简便 起 见 , 仍 称 函 数 Vtan x 是 由 函数 w=tan x 与 函数 y=Yu 构 成 
的 复合 函数 . 这 里 函数 w=tan x 应 理解 成 :u=tan x,xeD. 以 后 ,我 们 采取 这 种 习 
惯 说 法 . 例如 ,我 们 称 函 数 w=x+1 与 函数 y=ln и 构成 复合 函数 In(x+1) , 它 的 定 
义 域 不 是 w=x+1 的 自然 定义 域 R ,而 是 R 的 一 个 子 集 D=(-1,+%). 
有 时 ,也 会 遇 到 两 个 以 上 函数 所 构成 的 复合 函数 ,只 要 它们 顺 次 满足 构成 复 


合 函 数 的 条 件 . 例如 ,函数 y=Vu ,u=cot oz= 了 可 构成 复合 函数 у= ү со! 3 ,这 
里 及 wv 都 是 中 间 变 量 ,复合 函数 的 定义 域 是 D= |xl2km<x< (2k+1)m,ke Z], 
而 不 是 v= 的 自然 定义 域 及 ,D 是 R 的 一 个 非 空子 集 , 


4. 函数 的 运算 


HRAS) ,g(x) 的 定义 域 依 次 为 D ,р,,р=р, гр, Z 多, 则 我 们 可 以 定 
义 这 两 个 函数 的 下 列 运算 : 
和 ( 差 )f+g: (Уже) (x)=f(x)+g(x),xeD; 


Rfg: (в) (х) = f(x) ` а(х) „хер; 
Ж. Ў. x я х x = 0 хє D > 
商人 (ai J= G se DV |slg(z)=0,ze D] 


例 11 设 函 数 /(x) 的 定义 域 为 (-1,7) , WEH D FE ( —1,1) ЕВРА g(x%*) 
及 奇 函 数 h(x) ,使 得 
Хх) = (х) +). 
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证 先 分 析 如 下 :假若 这 样 的 g&(x) ,h(x) 存 在 ,使 得 
J(x)=zg(x)+h(x), (1-1) 
H. 
g(-x)=g(x),h(-x)=-h(x). 
TEA 
f(-x)=g(-x)+h(-x)=g(x)-h(x). (1-2) 
利用 (1-1)、(1-2) 式 ,就 可 作出 g(x),h(x). 这 就 启发 我 们 作 如 下 证 明 : 
作 


gC) = ЭСА) A) 1,В(®)= + Lf(z) f(=z) 1. 


则 
g(x) +h(x)=/(x) ， 
а-к) = 3-00) +00) 1 аба), 
һ(-х)=-у[/\-х)-/\х) ]=-һ(х). 


5. 初等 函数 


在 初等 数学 中 已 经 讲 过 下 面 几 类 函数 : 

ERKA: y= (je R 是 常数 )， 

指数 函数 ;y=a” (a>0 H. a#1), 

对 数 函 数 :y=log,x (a>0 Н az1, 特 别 当 4a=e® 时 , 记 为 y=In x), 

三 角 函 数 : 如 y=sin x,y=cos x,y=tan х 等 ， 

反 三 角 函 数 :如 y=arcsin x,y=arccos х,у=агсіап х 等 . 

以 上 这 五 类 函数 统称 为 基本 初等 函数 . 

由 常数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 和 有 限 次 的 函数 复合 步骤 所 
构成 并 可 用 一 个 式 子 表示 的 函数 , 称 为 初等 函数 . 例如 


у=/1-х*, у=ѕіп?х, у= [со! > 


等 都 是 初等 函数 . 在 本 课程 中 所 讨论 的 函数 绝 大 多 数 都 是 初等 函数 . 
应 用 上 常 遇 到 以 e 为 底 的 指数 函数 y=e" 和 y=e“ 所 产生 的 双 曲 函数 以 及 它 
пк аж Жш вж. 它们 的 定义 如 下 : 





D 。 是 一 个 无 理 数 ,这 个 数 的 意义 见 本 章 第 六 节 . 
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双 曲 正弦 sh Е 8. 





ЖА he Ste 





双 曲 正切 th x= 


这 三 个 双 曲 函数 的 简单 性 态 如 下 : 
双 曲 正弦 的 定义 域 为 (-wm ,+o ) , 它 是 奇 函 数 , 它 的 图 形 通过 原点 且 关 于 原 
点 对 称 . 在 区 间 (-e ‚+ ) 内 它 是 单调 增加 的 . 当 x 的 绝对 值 很 大 时 , 它 的 图 形 


在 第 一 象限 内 接近 于 曲线 了 = 村 er, 在 第 三 象限 内 接近 于 曲线 了 = el (图 


1-15). 

双 曲 余弦 的 定义 域 为 (-om ,+%m ) , 它 是 偶 函 数 , 它 的 图 形 通 过 点 (0,1) 且 关 
+ y 轴 对 称 . Е (о ,0) 内 它 是 单调 减少 的 . 在 区 间 (0,+o ) 内 它 是 单调 增 
加 的 . ch 0=1 是 这 函数 的 最 小 值 . 当 % 的 绝对 值 很 大 时 , 它 的 图 形 在 第 一 象限 内 
接近 于 曲线 yape ,在 第 二 象限 内 接近 于 曲线 y= (1-15). 

双 曲 正切 的 定义 域 为 (-om ,+a ) , 它 是 奇 函数 , 它 的 图 形 通 过 原点 上 且 关于 原 
点 对 称 . 在 区 间 ( -wm ,+o ) 内 它 是 单调 增加 的 . 它 的 图 形 夹 在 水 平 直线 y=1 Жу 
-=_-1 之 间 , 且 当 x 的 绝对 值 很 大 时 , 它 的 图 形 在 第 一 象限 内 接近 于 直线 y=1 ,而 
在 第 三 象限 内 接近 于 直线 y=-1 (图 1-16). 





图 1-15 


根据 双 曲 函数 的 定义 ,可 证 下 列 四 个 公式 : 
sh(x+y)= sh xch y+ch xsh y, (1-3) 
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sh(x-y)= sh xch у-еһ xsh y, (1-4) 
ch(x+y)= ch xch y+sh xsh y, (1-5) 
ch(x-y)= ch xch y-sh xsh y. (1-6) 


我 们 来 证 明 公 式 (1-3) ,其 他 三 个 公式 读者 可 自行 证 明 . 由 定义 ,得 
sh xch y+ch xsh y 











е-е“ e+e e te е-е 
2 2 2 2 
e"? — e pes a Каш. an. ie Бш 
4 4 
х+у —(х+у) 
е-е 
атанар) 





由 以 上 几 个 公式 可 以 导出 其 他 一 些 公 式 , 例 如 : 
在 公式 (1-6) 中 令 x=y, 并 注意 到 ch 0=1, 得 


ch2x—sh2x=1; (1-7) 

在 公式 (1-3) P х=у, %4 
sh 2x=2sh xch x; (1-8) 

# 2 A (1-5) F 4 х=у,% 
ch 2x =ch2x+sh2x. (1-9) 


以 上 关于 双 曲 函数 的 公式 (1-3) 至 (1-9) 与 三 角 函 数 的 有 关公 式 相 类 似 ， 
把 它们 对 比 可 帮助 记忆 . 

双 曲 函数 y=shx,y=chx (x 宇 0),y=th x H K AARRE 0 

反 双 曲 正弦 y=arsh х, 

反 双 曲 余 玉 y=arch x, 

反 双 曲 正 切 y=arth x. 
这 些 反 双 曲 函数 都 可 通过 自然 对 数 函 数 来 表示 ,分 别 讨论 如 下 : 

先 讨 论 双 曲 正弦 y=sh x у Ж. 由 x=shy, 有 





x-2 4 
2 

4 и=е', Дн ERA 

и? -2хи-1 =0. 
这 是 关于 的 一 个 二 次 方程 , 它 的 根 为 

w=xt Vx +1. 
u=e”>0, 故 上 式 根 号 前 应 取 正 号 ,于 是 

u=x+/x +1. 
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由 于 Y=lnvw, 故 得 反 双 曲 正弦 
y=arsh x=ln(x+wWxz+l ). 
函数 y=arsh x 的 定义 域 为 (-% ,+o ) , 它 是 奇 函 数 ,在 区 间 (-o ,+% ) 内 为 
单调 增加 . 由 y=sh x 的 图 形 ,根据 反 函 数 的 作 图 法 ,可 得 y=arsh x 的 图 形 如 图 
1-17 所 示 . 





下 面 讨论 双 曲 余弦 y=ch x (x 宇 0) 的 反 函 数 . yh 
H x=ch y (у20), ж 4 
e+e” 
&=— у>0. 
2 О x 
由 此 得 er =x+Vx -1 , 故 
y=ln(x+wVx -1 )， 


上 式 中 x 的 值 必须 满足 条 件 x 宇 1, 而 其 中 平方 根 前 图 1-17 
的 符号 由 于 y 宇 0 应 取 正 . 故 


y=In(x+Vx -1 ). 
LRR HA y=ch х (х20) K # $ 3 3⁄2 K X ШЖК Е 18, i E y = 
arch x, BẸ 


y=arch x=ln(x+/x -1 ). 
这 样 规定 的 函数 y=arch x 的 定义 域 为 [1,+% ), 它 在 区 间 [1,+o ) 上 是 单 
调 增 加 的 (图 1-18). 
类 似 地 ,可 得 反 双 曲 正 切 
y=arth х= r. 
这 函数 的 定义 域 为 开 区 间 (-1,1) , 它 在 开 区 间 (-1,1) 内 是 单调 增加 的 奇 函数 ， 
它 的 图 形 关 于 原点 对 称 ( 图 1-19). 
P 
| 











1-18 
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>J 题 1-1 
1. 求 下 列 函 数 的 自然 定义 域 : 
(1) y= 3х+2; (2) yz: 
-х 

(3) y= 工 - Ji: {дуў yl, 

* 4—x° 
(5) y=sin/z; (6) y=tan(x+1); 
(7) y=arcsin( x-3); (8) y= /З-х апдап =; 
(9) y=ln(x+1); (10) y=e=. 


2. 下 列 各 题 中 ,函数 /(x) 和 &(x) 是 否 相同 ?为 什么 ? 
(1) /(z)=]g x°, g(x)= 2]g x; 

Cy Em, Bs 

(3уЖаў= ЖЛЕ. gl) 


(4) /(x)= 1, g(x)= sec x—tan x. 


3. 设 
Isin х1, 1а, 
ф(х) = 
0 l> 
, х 3 





т т т Я 
Ref 6] “( 7) 6-2) ,Ф(-2) ,并 作出 函数 y=gp(%) 的 图 形 . 
4. 试 证 下 列 函数 在 指定 区 间 内 的 单调 性 : 
(1) y= (-% ,1); (2) y=x+ln х, (0,+% ). 


5. Ú f(x) HELE, L) WA J ap РЕЖ, Ят f(x) ECOL) 内 单调 增加 ,证 明 f(x) ТЕ ( —1,0) 
内 也 单调 增加 . 

6. 设 下 面 所 考虑 的 函数 都 是 定义 在 区 间 ( -il,!) 上 的 . 证 明 : 

(1) 两 个 偶 函 数 的 和 是 偶 函 数 ,两 个 奇 函 数 的 和 是 奇 函 数 ; 

(2) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 ,两 个 奇 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 , 侦 函 数 与 奇 函 数 的 乘积 
是 奇 函 数 . 

7. 下 列 函 数 中 哪些 是 偶 函 数 , 哪 些 是 奇 函 数 , 哪 些 既 非 偶 函 数 又 非 奇 函数 ? 





(1) у=а°(1-°); (2) y=3x -x ; 

2 
(3) y= (4) y=z(z-1)(#+1); 
(5) y=sin x—cos х+1; (6) 36-22 
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8. 下 列 各 函数 中 哪些 是 周期 函数 ? 对 于 周期 函数 ,指出 其 周期 : 





(1) y=cos(x-2); (2) y=cos 4x; 
(3) y=l+sin тх; (4) y=xcos х; 
(5) у= зіп? х. 
9. 求 下 列 函 数 的 反 函 数 : 
(1) y= Vx+tl; (2) у=122, 
+х 
_ ах+Ь 1 ENT m тү. 
(3) 二 (ad-bc #0); (4) y=2sin 3x ( 6 <x< | ; 
(5) y=l1+Ë(x+2); te 2.2. 
2 +1 


10. 设 函 数 f(x) 在 数 集 上 有 定义 , 试 证 :函数 J(x) 在 X 上 有 界 的 充分 必要 条 件 是 它 在 
X КЮН ЕЕ f ТЯ. 

11. 在 下 列 各 题 中 , 求 由 所 给 函数 构成 的 复合 函数 ,并 求 这 函数 分 别 对 应 于 给 定 自 变 量 
1E x, 和 总 的 函数 值 : 


(1) y=u ',u=sin х,х, = 下 ,= 了 
(2) y=sinu,u=2x,x, = x =T: 


(3) y=Vu ,u=1+x ,x =1,%,=2; 
(4) у=е*,и=а?,ху=0,,=1; 
(5) у=и?,ш=е*, ху =1,%,=-1. 


12. 设 /(x) 的 定义 域 D=[0,1], 求 下 列 各 函数 的 定义 域 : 


(1) f(x ); (2) f(sin x); 
(3) /(х+а) (a>0); (4) /(x+a)+f(x-a) (а>0). 
13. 设 
1, [ж1<1, 
/(х)={ 0, 1х1=1, а(х) =е*, 
-1, 1х1>1, 


求 /[ g(x)] 和 g[/(x)], 并 作出 这 两 个 函数 的 图 形 . 

14. 已 知 水 渠 的 横断 面 为 等 腰 梯 形 , 斜 角 ф= 40° (图 1-20). 当 过 水 断面 48CD 的 面积 为 
定 值 5, 时 , 求 湿 周 L (L=AB+BC+CD) 与 水 深 刀 之 间 的 函数 关系 式 ,并 指明 其 定义 域 . 

15. 设 хОу 平面 上 有 正方 形 D=1(x,y)1 
0<x<1,0<y<1| 及 直线 l:x+y=t (1>0). 
E 5S(1) 表 示 正 方形 D 位 于 直线 1 左下 方 部 分 
的 面积 , 试 求 5(1) 与 1 之 间 的 函数 关系 . 

16. 求 联系 华氏 温度 (用 下 表示 ) 和 摄氏 
温度 (用 C 表示 ) 的 转换 公式 ,并 求 
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(1) 90 下 的 等 价 摄氏 温度 和 -5 的 等 价 华氏 温度 ; 

(2) 是 否 存 在 一 个 温度 值 , 使 华氏 温度 计 和 摄氏 温度 计 的 读数 是 一 样 的 ?如 果 存 在 , 那 
么 该 温度 值 是 多 少 ? 

17. 已 知 R: A ABC 中 ,直角 边 AC .BC 的 长 度 分 别 为 20 .15 , 动 点 已 从 C 出 发 , 沿 三 角形 边 
界 按 C 一 B 一 A 方向 移动 ; 动 点 8 从 C 出 发 , 沿 三 角形 边界 按 C 一 4 一 8 方向 移动 ,移动 到 两 动 
点 相遇 时 为 止 , 且 点 Q 移动 的 速度 是 点 P 移 动 的 速度 的 2 倍 . 设 动 点 PP 移动 的 距离 为 x， 
А СРО 的 面积 为 y, 试 求 y 与 x 之 间 的 函数 关系 . 

18. 利用 以 下 美国 人 口 普 查 局 提供 的 世界 人 口 数据 中 以 及 指数 模型 来 推测 2020 年 的 世 
界 人 口 . 






年 增长 率 /% 
6708. 2 


人 口 数 / 百 万 








2010 








2011 





2012 7017. 5 | 1. 107 





2013 7095. 2 
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一 、 数 列 极限 的 定义 


极限 概念 是 在 探求 某 些 实 际 问题 的 精确 解答 过 程 中 产生 的 . 例如 ,我 国 古 代 
数学 家 刘 徽 (公元 3 世纪 ) 利 用 圆 内 接 正 多 边 形 来 推算 圆 面积 的 方法 一 一 割 圆 
Ж ,就 是 极限 思想 在 几何 学 上 的 应 用 . 

设 有 一 圆 ,首先 作 内 接 正六 边 形 , 把 它 的 面积 记 为 4,; 再 作 内 接 正 十 二 边 
JÉ ,其 面积 记 为 4,; 再 作 内 接 正 二 十 四 边 形 , 其 面积 记 为 4;; 如 此 下 去 ,每 次 边 数 
加 倍 , 一 般 地 ,把 内 接 正 6x2” 边 形 的 面积 记 为 4, (ne N,). 这 样 ,就 得 到 一 系 
列 内 接 正 多 边 形 的 面积 

A,..A,,A,,. A... 
它们 构成 一 列 有 次 序 的 数 . 4 п 越 大 ,内 接 正 多 边 形 与 圆 的 差别 就 越 小 ,从 而 以 


Ф ”这 里 世界 人 口 数据 是 指 每 年 年 中 的 人 口 数 ， 
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4, 作 为 圆 面积 的 近似 值 也 越 精确 . 但 是 无 论 n 取得 如 何 大 ,只 要 n 取 定 了 ,4, 终 
究 只 是 多 边 形 的 面积 ,而 还 不 是 圆 的 面积 . 因此 ,设想 无 限 增 大 ( 记 为 поо e 
E п @ T 3625 X) , 即 内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 ,在 这 个 过 程 中 ,内 接 正 多 边 
形 无 限 接近 于 圆 ,同时 4, 也 无 限 接近 于 某 一 确定 的 数值 ,这 个 确定 的 数值 就 理 
解 为 圆 的 面积 . 这 个 确定 的 数值 在 数学 上 称 为 上 面 这 列 有 次 序 的 数 (所 谓 数列 ) 
А, ,А, ,4 ,A,，,… 当 n 一 wm 时 的 极限 . 在 圆 面积 问题 中 我 们 看 到 , 正 是 这 个 数列 
的 极限 才 精 确 地 表达 了 圆 的 面积 . 

在 解决 实际 问题 中 逐渐 形成 的 这 种 极限 方法 ,已 成 为 高 等 数学 中 的 一 种 基 
本 方法 ,因此 有 必要 作 进 一 步 的 阐明 . 

先 说 明 数 列 的 概念 . 如 果 按 照 某 一 法 则 ,对 每 个 neN,, 对 应 着 一 个 确定 的 
实数 x, ,这 些 实数 x, 按照 下 标 n 从 小 到 大 排列 得 到 的 一 个 序列 
就 叫做 数列 , 简 记 为 数列 |x,1. 

数列 中 的 每 一 个 数 叫 做 数列 的 项 ,第 nn 项 ,叫做 数列 的 一 般 项 (或 通 项 ) 
例如 : 








sa (= 1)", 





1 4 n+(=1)™' 
2,7737 п 
都 是 数列 的 例子 ,它们 的 一 般 项 依次 为 
n є 1 ai Же (Ду 
а "л ш Ол а 


在 几何 上 ,数列 {x,| 可 看 作 数 轴 上 的 一 个 动 点 , 它 依次 取 数 轴 上 的 点 x ,xz， 
жу, ,®„,*( 1-21). 

数列 |x,1 可 看 作 自 变量 为 正 整 数 n 的 函数 Ne К 

x,=f(n), ne N.. 1—21 

当 自 变量 n 依次 取 1,2,3,… 一 切 正 整数 时 ,对 应 的 函数 值 就 排列 成 数列 
EAE 

对 于 我 们 要 讨论 的 问题 来 说 ,重要 的 是 : 当 无 限 增 大 时 ( 即 поо 时 ) ,对 
应 的 %,=f(n) 是 否 能 无 限 接 近 于 某 个 确定 的 数值 ? 如 果 能 够 的 话 , 这 个 数值 等 
于 多 少 ? 
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我 们 对 数列 





„==, „+ (2-1) 


进行 分 析 . 在 这 数列 中 ， 
п+(-1)*'! al 
ара) = 
我 们 知道 ,两 个 数 a 与 5 之 间 的 接近 程度 可 以 用 这 两 个 数 之 差 的 绝对 值 
1b-al 来 度量 (在 数 轴 上 1b-al 表 示 点 a 与 点 48 之 间 的 距离 ),1b-al 越 小 ,a 与 4b 
就 越 接 近 . 
就 数列 (2-1) 来 说 ,因为 


‚-11= |с-1) 二 = 
n 





НОНАТ, 4 п 越 来 越 大 时 ,二 越 来 越 小 ,从 而 «就 越 来 越 接近 于 1. 因为 只 要 
足够 大 ,1x,-11 即 二 可 以 小 于 任意 给 定 的 正 数 ,所 以 说 , 当 n 无 限 增 大 时 ,x, 无 限 


接近 于 1. 例如 ,给 定 一 ,和 欲 使 二 


7 ~ <! 只 要 n>100, 即 从 第 101 项 起 ,都 能 使 不 等 
式 


lx l< 


成 立 . 同样 地 ,如 果 给 定 一 -一 ,那么 从 第 10 001 项 起 ,都 能 使 不 等 式 


10 ШЕ? 


Ix,—11< 


1 
10 000 
成 立 . 一 般 地 ,不 论 给 定 的 正 数 e 多 么 小 ,总 存在 着 一 个 正 整 数 N, 使 得 当 n>N 
时 ,不 等 式 
Ix,—11<e 


= (n=1,2,…) 当 n 一 % 时 无 限 接近 于 1 这 件 


都 成 立 . 这 就 是 数列 .%， 


事 的 实质 . 这样 的 一 个 数 1, 叫 做 数列 = С 
Bu. 

_ 般 地 ,有 如 下 数列 极限 的 定义 

定义 “ 设 |x |} 为 二 数列, 如果 存在 常数 a, 对 于 任意 给 定 的 正 数 s (不 论 它 
多 么 小 ) ,总 存在 正 整数 N, 使 得 当 n>N 时 ,不 等 式 


(n=1,2,…) 当 n 一 % 时 的 
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|x, 一 CC1<e 
都 成 立 ,那么 就 称 常 数 a 是 数列 | ,| 的 极限 ,或 者 称 数列 [x,| KAF a, 记 为 
limx, =a, 


或 
x, >a (n> ). 

如 果 不 存 在 这 样 的 常数 ,就 说 数列 |*,| 没有 极限 ,或 者 说 数列 { x, | 是 发 散 
的 ,习惯 上 也 说 limx, 不 存在 . 

上 面 定 义 中 正 数 & 可 以 任意 给 定 是 很 重要 的 ,因为 只 有 这 样 , 不 等 式 1x,-al< 
< 才能 表达 出 «与 无限 接近 的 意思. 此 外 还 应 注意 到 ;定义 中 的 正 整数 У 是 与 
任意 给 定 的 正 数 e 有 关 的 , 它 随 着 e 的 给 定 而 选 定 . 

我 们 给 “数列 |x, | 的 极限 为 ec" 一 个 几何 解释 : 

将 常数 a 及 数列 x, ,xz ,x,,… 在 数 轴 上 用 它们 的 对 应 点 表示 出 来 ,再 
ТЕН БТЕ a BJ e 邻 域 即 开 区 间 (a-e,ate) (图 1-22). 


a-e 28 a+E 
Т х уН лы УХ 
1-22 
因 不 等 式 
lx, -al <e 
与 不 等 式 


a-s<x,<a+g 
等 价 , 所 以 当 m>N 时 ,所 有 的 点 x, ER Й] (а-є,а+е) A, TRAA RA 
(至 多 只 有 N 个 ) 在 这 区 间 以 外 . 
为 了 表达 方便 ,引入 记号 “Y ”表示 “对 于 任意 给 定 的 "或 “对 于 每 一 个 ”, 记 
F“ 3" 表示 “存在 ”. 于是,“ 对 于 任意 给 定 的 a>0” 写 成 “Ye>0”,“ 存 在 正 整 数 
N” ER“ IERA N” ,数列 极限 limx,=a 的 定义 可 表达 为 
limx, =a& V 2>0, J E% N, 当 m>N 时 ,有 lx,-al<e. 


数列 极限 的 定义 并 未 直接 提供 如 何 去 求 数列 的 极限 ,以 后 要 讲 极限 的 求法 ， 
而 现在 只 先 举 几 个 说 明 极 限 概念 的 例子 . 
例 1 证 明 数 列 


З = 
”4 » ? 





n 


的 极限 是 1. 
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证 |х„-а|= 





HeD |E 


Ve>0, 为 了 使 1x,-al<e, 只 要 


eg 或 Р 36 
п £ 


这 个 一 是 一 个 确定 的 实数 ,而 对 于 任何 一 个 实数 都 有 无 穷 多 个 大 于 它 的 正 整数 


存在 ,所 以 , 任 取 一 个 大 于 二 的 正 整数 作为 N, 则 当 n>N 时 ,就 有 


RC ly 




















5 -1 <=, 
即 
tim 
例 2 BA me s 
WE x sal= 242. 
эте олы "ыи" 
\є>0 为 了 使 1x,-al<e, 只 要 
z< 或 "=, 
这 个 二 是 一 个 确定 的 实数 ,大 于 二 的 正 整数 有 无 穷 多 个 存在 , 任 取 其 中 一 个 作为 
Ме Ve 
N, 则 当 n>N 时 ,就 有 
名 
(mal): шы 








即 
Cel) _ 
mme (n+1)° 
注意 在 利用 数列 极限 的 定义 来 论证 某 个 数 a 是 数列 | x, | 的 极限 时 ,重要 
的 是 对 于 任意 给 定 的 正 数 ,要 能 够 指出 定义 中 所 说 的 这 种 正 整数 У 确实 存在 . 
如 果 知 道 1x,-al 小 于 某 个 量 (这 个 量 与 n 存在 函数 关系 ) ,那么 当 这 个 量 小 于 e 
时 ,1%,~al<s 当然 也 成 立 . 若 令 这 个 量 小 于 e 能 推出 符合 定义 要 求 的 正 整数 N 
必定 存在 ,就 可 采用 这 种 方法 . 例 2 便 是 这 样 做 的 . 当然 ,在 利用 极限 定义 证 明 极 
限时 ,如 果 能 具体 找 出 一 个 满足 定义 要 求 的 正 整数 ,那么 也 就 证 明了 这 种 N 的 
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存在 . 在 例 2 中 ,车 设 <1 ,就 可 取 N = [去] 在 以 后 的 证 明 中 ,多 采取 这 种 找 出 
一 个 符合 定义 要 求 的 正 整数 的 方法 . 

例 3 设 1g1<1, 证 明 等 比 数列 

1,g9,9 u q! © 

的 极限 是 0. 

证 V e>0 (iZ 2<1), 因 为 

{х„-01=147'1-01=141”7', 

要 使 1x, -01<e, 只 要 








191" <е. 
取 自 然 对 数 , 得 (n-1)ln 191<1 e. 191<1 1а 191<0, fk 
>1+ шй 
+ In 141" 
ln € aer 
取 N=|1+ ЕЕ n>N 时 ,就 有 
ln 141 
19" -01<е, 
Вр 
limg” =0. 


Z., IS АЈ 

下 面 四 个 定理 都 是 有 关 收 敛 数列 的 性 质 

定理 1( 极 限 的 唯一 性 ) ”如 果 数 列 |x,| 收敛 ,那么 它 的 极限 唯一 . 

证 用 反 证 法 . 假设 同时 有 х, а R xb, E а<Ь. JR e= 56. вах, = 


a, 故 习 正 整数 М, У п>, К 
b-a 


lx, za l<- (2-2) 
都 成 立 . 同 理 , 因 为 limx,=b, 故 了 正 整 数 N,, 当 n>N, 时 ,不 等 式 

\х,-51<”—© (2-3) 
都 成 立 . HR N=max| N. ,N,| (这 式 子 表示 N 是 N, 和 N: 中 较 大 的 那个 数 ) ДЧ п 


a+b 


>N 时 ,(2-2) 式 及 (2-3) 式 会 同时 成 立 , 但 由 (2-2) 式 有 x,<— ,由 (2-3) 式 有 
х„>®У” ,这 是 不 可 能 的 . 这 矛盾 证 明了 本 定理 的 断言 
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例 4 证 明 数 列 x,=(-1)” (n=1,2,…) 是 发 散 的 . 
证 ”如果 这 数列 收敛 ,根据 定理 1 它 有 唯一 的 极限 , 设 极限 为 а, В тх, =a. 按 


数列 极限 的 定义 ,对 于 e=, ЗЕ N, M n>N 时 ,1x,-al< 广 成 立 ; 即 当 n>N 


Ba AER (а-а) 内 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 a 一时 ,x, 无 休止 地 一 
再 重复 取得 1 和 -1 这 两 个 数 ,而 这 两 个 数 不 可 能 同时 属于 长 度 为 1 的 开 区 间 
[2 at] 内. 因此 这 数列 发 散 


由 函数 有 界 性 的 概念 可 得 以 下 的 数列 有 界 性 概念 . 
对 于 数列 |x,| ,如 果 存 在 正 数 M ,使 得 对 于 一 切 x, 都 满足 不 等 式 
lx |< M, 


那么 称 数列 |x, | 是 有 界 的 ;如 果 这 样 的 正 数 M 不 存在 ,就 说 数列 | x, | 是 无 界 的 . 
例如 ,数列 x, = 一 -(n=1,2,…) 是 有 界 的 ,因为 可 取 MM=1, 而 使 


п+1 











对 于 一 切 正 整 数 n 都 成 立 . 
数列 x,=2”(n=1,2,… ) 是 无 界 的 ,因为 当 n 无限 增加 时 ,2" 可 超过 任何 正 
数 . 
数 轴 上 对 应 于 有 界 数列 的 点 x 都 落 在 某 个 闭 区 间 [ -M,M] 上 . 
定理 2( 收 敛 数列 的 有 界 性 ) ”如 果 数 列 |x,| 收敛 ,那么 数列 ix, | 一定 有 界 . 
证 因为 数列 |x,| 收敛 , 设 limx, = a. 根据 数列 极限 的 定义 ,对 于 ==1， 
3 正 整 数 N, 当 п> 时 ,不等式 
lx,—al<1l 
都 成 立 . 于 是 , 当 n>N 时 ， 
lx, l=1(x,.-a)+al < |x,-al+lal<l1+lal. 
取 М=тах|1х1‚,Їх‚1, ‚ху ,1+1в1} ,那么 数列 |x,| 中 的 一 切 x, 都 满足 不 等 
式 
Ix. | < M. 
这 就 证 明了 数列 |x,1 是 有 界 的 . 
根据 上 述 定理 ,如 果 数 列 |x, | 无界, 那么 数列 |x, | 一 定 发 散 . 但 是 ,如 果 数 列 
ix,1 有 界 , 却 不 能 断定 数列 1x, | 一 定 收 敛 , 例 如 数列 
1 ,1,1,.,(—1)" ,.: 
有 界 ,但 例 4 证 明了 这 数列 是 发 散 的 . 所 以 数列 有 界 是 数列 收敛 的 必要 条 件 ,但 
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不 是 充分 条 件 . 
定理 3( 收敛 数列 的 保 号 性 ) WR lims, =a, H а>0 (或 wa<0) ,那么 存在 正 
整数 NN, 当 n>N 时 ,都 有 x%,>0 (或 x,<0). 


证 就 a>0 的 情形 证 明 . 由 数列 极限 的 定义 ,对 e=5>0, 3 正 整数 N, 当 n>N 
时 ,有 


| |с 
x,a < 


а а 
„>а-——=—>0. 
х. >а 2 2 > 


ЕЁ ШЖ x 从 某 项 起 有 x. >0 (8 x, <0), Вх, =а, 2 a> 0 
(sk a<0). 

Ж ” 设 数 列 |x,| 从 第 VN 项 起 , 即 当 n>N, 时 有 x%, 宇 0. 现在 用 反 证 法 证 明 . 若 
тх, =a<0, 则 由 定理 ЗЯ, ЭЕ N,, У n>N, Н, 5 x,<0. Ж N=max|N,, 
№, |, n>N 时 , 按 假定 有 >x,=0, 按 定理 3 有 x,<0, 这 引起 矛盾 . 所 以 必 有 =0. 

数列 |x,| 从 某 项 起 有 x, < 0 的 情形 ,可 以 类 似 地 证 明 . 

最 后 ,介绍 子 数列 的 概念 以 及 关于 收敛 数列 与 其 子 数 列 间 关 系 的 一 个 定理 . 

在 数列 1x,1 中 任意 抽取 无 限 多 项 并 保持 这 些 项 在 原 数列 |x,| 中 的 先后 次 
序 ,这 样 得 到 的 一 个 数列 称 为 原 数 列 |x,| 的 子 数列 (或 子 列 )， 

设 在 数列 |x | 中 ,第 一 次 抽取 z, ,第 二 次 在 %, ТО ЕСШ 
Жл, ,这 样 无 休止 地 抽取 下 去 ,得 到 一 个 数列 


PAE EEE 
这 个 数列 1x, | 就 是 数列 1x,| 的 一 个 子 数列 . 

注意 ”在 子 数列 |x, | 中 ,一 般 项 *,, 是 第 上 项 ,而 x 在 原 数 列 |x,| 中 却 是 第 
项. TI n, >k. 

“定理 4( 收 敛 数列 与 其 子 数列 间 的 关系 ) ”如 果 数 列 1x, W Q T a MAE 
的 任 一 子 数 列 也 收敛 , 且 极 限 也 是 а. 

证 ” 设 数 列 |x, | 是 数列 ix,| 的 任 一 子 数列 . 

由 于 limx,=a, 故 Ye>0， JE% N, 4 n>N 时 ,1x,-al<e W. 

He K=N, Д] М k>K В, п, >п, =n; >N. 于 是 Ix, -а1<е. 这 就 证 明 了 limxw =a. 
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由 定理 4 прп, Я] х, 有 两 个 子 数 列 收敛 于 不 同 的 极限 ,那么 数列 
Гас 是 发 散 的 . 例如 , 例 4 中 的 数列 
bs el Ye „= 
的 子 数列 1x1 收敛 于 1, 而 子 数 列 1 x | 收敛 于 -1, 因 此 数列 *,=(-1)” (n= 
1,2,…) 是 发 散 的 . 同时 这 个 例子 也 说 明 ,一 个 发 散 的 数列 也 可 能 有 收敛 的 子 数 
列 . 


习 题 1-2 


1. 下 列 各 题 中 ,哪些 数列 收敛 ,哪些 数列 发 散 ? 对 收敛 数列 ,通过 观察 1x, | 的 变化 趋势 ， 
写 出 它们 的 极限 : 


dl о) [enh 

э) fzer}: ЕТ 

(5) {na(-1)"}; ө р 

(т) fah: св) {rena 


2. (1) 数列 的 有 界 性 是 数列 收敛 的 什么 条 件 ? 

(2) 无 界 数列 是 否 一 定 发 散 ? 

(3) 有 界 数列 是 否 一 定 收敛 ? 

3. 下 列 关于 数列 |x,1 的 极限 是 a 的 定义 ,哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 , 试 说 
明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 一 个 反例 . 

(1) 对 于 任意 给 定 的 ze>0, 存 在 NeN,, 当 n>N 时 ,不 等 式 x,-a<e 成 立 ; 

(2) 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 NE N,, 当 n>N 时 ,有 无 穷 多 项 ,使 不 等 式 lx,-al<s 成 立 ; 

(3) 对 于 任意 给 定 的 e>0, 存 在 Ne N,, 当 n>N 时 ,不 等 式 1x,-al<ce 成 立 , 其 中 为 某 个 
正常 数 ; 

(4) 对 于 任意 给 定 的 me N, ,存在 Ne N,, 当 n>N 时 ,不 等 式 Ix,-al< 汪 成 立 . 


`4. BERON |x, | 的 一 般 项 zx = cos TT, fj lima, =? 求 出 N, 使 当 n>N 时 ,%, 与 其 极限 之 差 


的 绝对 值 小 于 正 数 е. 当 s=0.001 时 , 求 出 数 N. 
`5. 根据 数列 极限 的 定义 证 明 : 








>i | 3n+1_ 3 
1) ано (2) Вт! 
2 2 
(gy Wa Sm у (4) lim0. 999 ... 9=1. 
nî 
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`6. 若 limu =o, 证 明 limlu,1= Гат. 并 举例 说 明 :如 果 数 列 | 1%,1| 有 极限 ,但 数列 |x, | 未 
必 有 极限 . 

`7. 设 数列 1x, | 有 界 , 又 limy,=0, 证 明 : limx,y,=0. 

“ 8， 对 于 数列 x, | , 若 х„ үа (hm) ,x 一 a (оо ) ,证 明 :x, 一 a (no ). 
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一 、 函 数 极限 的 定义 


因为 数列 |x, | 可 看 作 自 变量 为 n 的 函数 :x, =f(n) ,neN,, 所 以 ,数列 |x,| 的 
极限 为 a, 就 是 : ЧАЛ п 取 正 整数 而 无 限 增 大 ( 即 n— оо ) 时 ,对 应 的 函数 值 
f(n) 无 限 接近 于 确定 的 数 а. 把 数列 极限 概念 中 的 函数 为 f(n) 而 自 变量 的 变化 过 
程 为 n 一 % 等 特殊 性 撤 开 ,这 样 可 以 引出 函数 极限 的 一 般 概念 :在 自 变量 的 某 个 变 
化 过 程 中 ,如 果 对 应 的 函数 值 无 限 接近 于 某 个 确定 的 数 ,那么 这 个 确定 的 数 就 叫做 
在 这 一 变化 过 程 中 函数 的 极限 . 这 个 极限 是 与 自 变量 的 变化 过 程 密切 相关 的 ,由 于 
自 变 量 的 变化 过 程 不 同 , 函 数 的 极限 就 表现 为 不 同 的 形式 . 数列 极限 看 作 函 数 f(n) 
当 no 时 的 极限 ,这 里 自 变量 的 变化 过 程 是 n 一 %. 下面 讲述 自 变 量 的 变化 过 程 
为 其 他 情形 时 函数 了 Ax) 的 极限 ,主要 研究 两 种 情形 : 

(1) HEE x 任意 地 接近 于 有 限 值 x 或 者 说 趋 于 有 限 值 o GEE хохо) ВУ, 
对 应 的 函数 值 x) 的 变化 情形 ; 

(2) 自 变量 x 的 绝对 值 1x1 无 限 增 大 即 趋 于 无 穷 大 ( 记 作 x 一 % ) 时 ,对 应 的 
函数 值 作 x) 的 变化 情形 . 

1. 自 变量 趋 于 有 限 值 时 函数 的 极限 

现在 考虑 自 变量 x 的 变化 过 程 为 x 一 xo. 如 果 在 * 一 xo 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 
f(x) 无 限 接近 于 确定 的 数值 4 ,那么 就 说 4 是 函数 f(x) 当 x 一 %6 时 的 极限 . 当然 ,这 里 
我 们 首先 假定 函数 /(x) 在 点 x。 的 某 个 去 心 邻 域 D 内 是 有 定义 的 . 

在 x 一 x%% 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 f(x) 无 限 接近 于 4, 就 是 1/(x) -41 能 任意 
小 . 如 数列 极限 概念 所 述 , 1f(x) -41 能 任意 小 这 件 事 可 以 用 1/(x)-4A1<s 来 表达 ， 
其 中 a 是 任意 给 定 的 正 数 . 因为 函数 值 九 *) 无 限 接近 于 4 是 在 * 一 x 的 过 程 中 实 
现 的 ,所 以 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 只 要 求 充分 接近 于 x Н x 所 对 应 的 函数 值 





Ф ”以 各 为 中 心 的 任何 开 区 间 称 为 点 加 的 邻 域 , 记 作 0(xo) ;在 0(xo ) 中 去 掉 中 心 xo 后 , 称 为 点 如 的 
去 心 邻 域 , 记 作 Ú (zo). 
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S WERKER 1/(х)-А!<є; їй $ rE JE T х О х 可 表达 为 0<lx-xol<5, 其 中 5 
是 某 个 正 数 . 从 几何 上 看 ,适合 不 等 式 0<1x-xo1<8 BJ x 的 全 体 , 就 是 点 和 的 去 心 6 
邻 域 中, 而 邻 域 半径 6 则 体现 了 x 接近 xm 的 程度 . 

通过 以 上 分 析 ,我 们 给 出 x 一 xo 时 函数 的 极限 的 定义 如 下 : 

定义 1 设 函 数 /(x) 在 点 x 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 . 如 果 存 在 常数 4, 对 
于 任意 给 定 的 正 数 e (不 论 它 多 么 小 ) ,总 存在 正 数 5, 使 得 当 x 满足 不 等 式 
0<1х-х,1<5 时 ,对 应 的 函数 值 /(x) 都 满足 不 等 式 

If(x)-Al<e, 
那么 常数 4 就 叫做 函数 f 作 x) 当 x 一 x 时 的 极限 , 记 作 
limf(x)=A 或 f(x) 一 4 (4 хәх,). 


我 们 指出 ,定义 中 0<1x-xo 1 表示 хох, ТЦ x 一 xo 时 f(x) 有 没有 极限 ,与 
f(x) 在 点 xo 是否 有 定义 并 无 关系 . 

定义 1 可 以 简单 地 表述 为 
limf(x)= AS V e>0, 35>0, 当 0<lx-xo1<6 tt, # If(x)-Al<e. 


函数 f(x) 当 x 一 xo 时 的 极限 为 4 的 几何 解释 如 下 :任意 给 定 一 正 数 e, EF 
行 于 * 轴 的 两 条 直线 у=А+е 和 y=A-e, 界 于 这 两 条 直线 之 间 是 一 横 条 区 域 . 根 
据 定义 ,对 于 给 定 的 =, 存在 着 点 xz 的 一 个 5 邻 域 (xo-5,xo+6) , 当 y=fA(x) 的 图 形 
上 的 点 的 横 坐 标 x 在 邻 域 (x。-6,x6+6) 内 ,但 x 
关 xo 时 ,这 些 点 的 纵 坐 标 . 妃 x) 满足 不 等 式 
0х) -А1<е, 
或 
А-є</(х)<А+к. 
亦 即 这 些 点 落 在 上 面 所 作 的 横 条 区 域内 
(图 1-23). 
例 1 证 明 lime=c, 此 处 。 为 一 常数 
证 这 里 lf(x)-4A1=1c-cl=0, 因 此 
Vs>0, 可 任 取 5>0, 当 0<1lx-xo1<6 时 ,能 使 不 等 式 
1705) -А1 = 1с-с1 = 0<е 





х0-0 Xo х0+0 


В 1-23 


成 立 . 所 以 limc =c. 





Ф 设 xeR,5>0, 开 区 间 (xo-5,xo+5) 称 为 点 xz 的 8 邻 域 , 记 作 0(Cxo,5) ,点 xo 的 去 心 5 邻 域 记 作 
Ü (xo ,5) ,6 称 为 邻 域 半 径 . 


„юй + 


第 三 节 ”函数 的 极限 





例 2 证 明 limx=xo 
证 这 里 |f(x)-Al=1x-xo1, 因 此 Ye>0, 总 可 取 6=&e, 当 0<|lx-xo1<6=g 时 ， 
能 使 不 等 式 |f(x) -41=1x-xol<e 成 立 . 所 以 limx =x. 
例 3 证 明 lim(2x-1)= 1. 
证 由 于 
If(x)-Al=1(2x-1)-11=21x-11, 
为 了 使 IFKx)-41<e, 只 要 


[z=11 Z... 
u 2 


ТШ, V в>0, а= 5, x 适合 不 等 式 


O<lx-11<6 
时 ,对 应 的 函数 值 (x) 就 满足 不 等 式 
|/(х)-11=1(2х-1)-11<=. 
从 而 
lim(2x-1 )= 1. 
22-1 


01 4 证 明 lim i =2. 


Ж 这 里 ,函数 在 点 x=1 是 没有 定义 的 ,但 是 函数 当 x 一 1 时 的 极限 存在 或 
不 存在 与 它 并 无 关系 . 事实 上 , V s>0 ,将 不 等 式 
x -l 


x-1 





x 


-2 





LE 








约 去 非 零 因 子 x-1 后 ,就 化 为 
\х+1-21=1х-11<, 


因此 ,只 要 取 5=e, 那 么 当 0<1lx-11<6 时 ,就 有 











所 以 





例 5 证 明 : 当 xo>0 时 ,limVx =Vxo. 
证 Ye>0, 因 为 
x—xo 


(х) -А1=1 Vx - ziel 


xX +,/җ, 


1 


Xo 








< lx-xol, 
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要 使 |f(x)-Al<e, 只 要 lx-xo1<Vxos H x20, m х>0 11-х, <, Е, 
取 6=min|x。o,Vxos| (这 式 子 表示 ,6 是 x。 和 xo 两 个 数 中 较 小 的 那个 数 ) , 则 
当 * 适合 不 等 式 0<1х-х,1<8 时 ,对 应 的 函数 值 Vx 就 满足 不 等 式 

| Vx -Vxol<e. 
所 以 

lim/x = ул. 

上 述 x 一 to 时 函数 A(x) 的 极限 概念 中 ,x ДЕШ Л х НО М xo 的 右 侧 趋 于 
zo 的 .但 有 时 只 能 或 只 需 考 虑 x 仅 从 x 的 左 侧 趋 于 x。( 记 作 x 一 x6) 的 情形 ,或 x 
{У хо Е x。( 记 作 x 一 xi ) 的 情形 . 在 x 一 x6 的 情形 ,x Е х Д, < 
Kys E limf(x)=A 的 定义 中 ,把 0<1x-xo1<6 W xoia, HEA A Bul Ж РАЖ 
f(x) 当 x* 一 xo 时 的 左 极 限 , 记 作 

таки 或 f(xo)= А. 

类 似 地 ,在 limf(%)= A 的 定义 中 ,把 0<1lx-xo1<6 改 为 xo<x<xo+6, 那 么 4 就 叫 

做 函数 A(x) М x 一 wo 时 的 右 极 限 , 记 作 
БАЙ) A 或 f(xo)= A. 

左 极限 与 右 极 限 统称 为 单 侧 极限 . 

根据 x 一 xo 时 函数 A%) 的 极限 的 定义 以 及 左 极 限 和 右 极限 的 定义 ,容易 证 
ВД: В (х) 当 x 一 xo 时 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左 极 限 及 右 极 限 各 自 存 在 
并 且 相 等 , 即 

Кх) = хо). 
РА, ДЕ f(x) Охо) ВТЕ BARIS , W limfa) КАРЕ. 

516 设 


х-1, x<0， 
Кх) = (0, х=0, 
х+1 х>0. 


证 明 : "4 х0 时 f(x) 的 极限 不 存在 . 
证 仿 例 3 可 证 当 x-0 时 f(x) 的 左 极 限 
limf( x)= lim (х-1)= -1, 
而 右 极 限 
limf( x) = lim (х+1) = Ls 


因为 左 极限 和 右 极限 存在 但 不 相等 ,所 以 
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limf( x) 
不 存在 (图 1-24). 

2. 自 变 量 趋 于 无 穷 大 时 函数 的 极限 

如 果 在 x 一 % 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 f(x) 无 限 接 
近 于 确定 的 数值 4, 那么 4 叫做 函数 f(x) 当 x 一 % 时 的 
极限 . 精确 地 说 ,就 是 

定义 2 设 函 数 f(x) 当 1x1 大 于 某 一 正 数 时 有 定 
X. 如 果 存 在 常数 4, 对 于 任意 给 定 的 正 数 = (不 论 它 多 
АЛ), 总 存在 着 正 数 X, 使 得 当 x 满足 不 等 式 
lIx1>X 时 ,对 应 的 函数 值 (x) 都 满足 不 等 式 

If(x)-Al<e, 
那么 常数 A ВЕЩА З (х) Ч хо 时 的 极限 , 记 作 
Пу) А 或 А) SA (H хе). 

定义 2 可 简单 地 表达 为 

limf(x)= AS Ve>0, Я 了 >0, 当 1x1> 了 时 ,有 |1f(x)-Al<e. 

ШЖ x>0 且 无 限 增 大 ( 记 作 x 一 +% ) ,那么 只 要 把 上 面 定 义 中 的 1x1>X 改 为 
x>X, 就 可 得 lim f(x) = А 的 定义 . 同样 ,如 果 x<0 且 1x1 无 限 增 大 ( 记 作 
x 一 -% ) ,那么 只 要 把 lx1>X 改 为 x<-X, 便 得 lim (х) = A 的 定义 . 

从 几何 上 来 说 ,limf(*)=4 的 意义 是 : 作 直线 y=4-e 和 y=A+s, 则 总 有 一 个 
正 数 X 存 在 ,使 得 当 x<-X 或 *>X 时 ,函数 y=f/(x) 的 图 形 位 于 这 两 直线 之 间 ( 图 
1-25). 这 时 ,直线 y=4 是 函数 y=f(x) 的 图 形 的 水 平 浙 近 线 . 


例 7 WE lim =0. 
x= X 





证 Ve>0, 要 证 3X>0, 当 1x|>X HF, 
不 等 式 


<= 


成 立 . 因 这 个 不 等 式 相当 于 


i 
x 








1-25 


РЯ Birl. 
Ixl £ 


由 此 可 知 ,如 果 取 X= 二 ,那么 当 lz1>X= 二 时 ,不 等 式 二 -0|<e 成 立 ,这 就 证 


明了 
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2-а, 
x= Ж 


直线 y=0 是 函数 y= 二 的 图 形 的 水 平 渐 近 线 . 


=, ЛАРИН E ph 


与 收敛 数列 的 性 质 相 比较 ,可 得 函数 极限 的 一 些 相 应 的 性 质 . 它们 都 可 以 根 
据 函 数 极限 的 定义 ,运用 类 似 于 证 明 收 敛 数 列 性 质 的 方法 加 以 证 明 . 由 于 函数 极 
限 的 定义 按 自 变量 的 变化 过 程 不 同 有 各 种 形式 ,下面 仅 以 “iim/(x)" 这 种 形式 为 
代表 给 出 关于 函数 极限 性 质 的 一 些 定理 ,并 就 其 中 的 几 个 给 出 证 明 . 至 于 其 他 形 
式 的 极限 的 性 质 及 其 证 明 , 只 要 相应 地 做 一 些 修 改 即 可 得 出 . 

定理 1( 函数 极限 的 唯一 性 ) 如 果 limA(*) 存 在 ,那么 这 极限 唯一 . 


定理 2( 函数 极限 的 局 部 有 界 性 ) 如 果 lim/(*)=4, 那 么 存在 常数 M>0 和 6 
>0 ,使 得 当 0<lx-xo1<6 时 ,有 If(x)1<M. 
证 因为 limf(x)=4, 所 以 取 s=1, 则 35>0, 当 0<lx-xo1<8 时 ,有 
У) -А1<1-э1/{х)1 У) САТАА ТАТА, 
记 M=141+1, 则 定理 2 就 获得 证 明 . 
定理 3( 函 数 极限 的 局 部 保 号 性 ) 如 果 lim/(x)=4, 且 4>0 (或 4<0) ,那么 


存在 常数 5>0 ,使 得 当 0<lx-x。1<65 时 ,有 f(x)>0 (或 f(x)<0). 
证 就 4>0 的 情形 证 明 . 


因为 limf(x)=4>0, 所 以 , 取 e= 作 >0, 则 了 6>0, 当 0<1x-x。1<8 时 ,有 
Ia) -Alci = f(x)>4- 售 = 仿 >0. 


2 
类 似 地 可 以 证 明 4<0 的 情形 . 
从 定理 3 的 证 明 中 可 知 , 在 定理 3 的 条 件 下 ,可 得 下 面 更 强 的 结论 : 


定理 3” 如 果 lim/(*)=4 (4z0) ,那么 就 存在 着 nR- ADM), 


щ xe Ü (a) BE RE IC) 2-2, 


由 定理 3 , 易 得 以 下 推论 : 
推论 ”如果 在 x 的 某 去 心 邻 域内 所 xz) 20 (或 f(x) <0) ,而 且 limf(*)= 4, 那 


«39. 





Z A>0 (sk A<0). 

“定理 4( 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 ) 如 果 极 限 lim/(*) 存在 , 1x, | 为 函 
数 几 xz) 的 定义 域内 任 一 收敛 于 x, 的 数列 , 且 满 足 :x, 关 x。(ne N,), 那 么 相应 的 
函数 值 数列 (SC) | М,Н lim/(x,)= limf(z). 

证 Ў іту (х) = А, ДМ 220, 35>0, 3 0<1х-х,1<5 时 ,有 If(x)-Al<s. 

LI пз, =x, ИЖ 6>0,3 №, Ч n>N It, 1х, —x, | <6. 


由 假设 ,*, з x (пе №), М n> N BJ, 0 < | x, — x | < 6, Мй 
If(x,)-Al<e. 即 limf(x,) = A. 


3 题 1-3 


1， 对 图 1-26 所 示 的 函数 (x) , 求 下 列 极限 ,如 极限 不 存在 ,说 明理 由 . 
(1) limf(x); (2) lim/(x); 
(3) limf(%). 








图 1-26 1-27 


2. 对 图 1-27 所 示 的 函数 f(x) ,下 列 陈 述 中 哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 


(1) lim/(x) 不 存在 ; (2) lim/(x)= 0; 
(3) lim/(x)= 1; (4) lim/(x)=0; 
(5) lim/(z) ff fE; (6) 对 每 个 ms (-1l,1),lim/(*) f fr. 


3. 对 图 1-28 所 示 的 函数 ,下 列 陈述 中 哪些 是 对 的 , 哪 


些 是 错 的? 





(1) limfa; 00) lim/(*) 不 存在 ; 
(3) па = 0; (4) la)= 1: 
CS) lim/(x)= 1; (6) limf(*)=0; 
(7) Tf (8) lim/(z)= 0. 
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4. Ж) = 2 р(а) = 114 хэ0 ЇЇ дс, ВК ЗЕ E Е х—0 时 的 极限 是 否 
存在 . 

5. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 : 

(1) lim(3x-1)=8; (2) lim(5x+2)= 12; 


2 














20-4 21-492 _ 
(3 lm S= (4) ы е 
` 6. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 : 


"7， 当 x 一 2 时 ,y=x 一 4. 问 8 等 于 多 少 ,使 当 1x-21<8 时 ,1y-41<0.001? 

x -l 

"g. Ñ 时 ,y= 
Sas. jy x +3 





一 1. 问 式 等 于 多 少 ,使 当 Ixz1>X 时 ,17y-11<0.013? 
“9. 证 明 函 数 /(x)= Ix1 当 x 一 0 时 极限 为 零 . 
110. 证 明 : 若 x 一 +% 及 x 一 -o 时 ,函数 A(x) 的 极限 都 存在 且 都 等 于 4, 则 
limf(x)= А. 
“11. 根据 函数 极限 的 定义 证 明 :函数 ALx) 当 >x 一 x*o 时 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 左 极限 、 
右 极限 各 自 存 在 并 且 相等 . 
* 12. 试 给 出 хоо 时 函数 极限 的 局 部 有 界 性 的 定理 ,并 加 以 证 明 . 


第 四 节 无穷 小 与 无 穷 大 


一 、 无穷 小 


定义 1 ШЖ /(х) H xx (3 хоо ) 时 的 极限 为 零 , 那 么 称 函 数 
Sf) AH xr (E xo ) 时 的 无 穷 小 . 

特别 地 ,以 零 为 极限 的 数列 |x,1 称 为 na 一 w 时 的 无 穷 小 . 

例 1 因为 lim(x-1)=0, 所 以 函数 x-1 24 x—1 时 的 无 穷 小 


因为 lm 一 =0, 所 以 函数 二 为 当 4 一 时 的 无 穷 小 . 


注意 不 要 把 无 穷 小 与 很 小 的 数 (例如 百 万 分 之 一 ) 混 为 一 谈 , 因 为 无 穷 
小 是 这 样 的 函数 ,在 x 一 x。( 或 x 一 % ) 的 过 程 中 ,这 函数 的 绝对 值 能 小 于 任意 给 
定 的 正 数 = ,而 很 小 的 数 如 百 万 分 之 一 ,就 不 能 小 于 任意 给 定 的 正 数 ze, 例如 取 є 
等 于 千 万 分 之 一 , 则 百 万 分 之 一 就 不 能 小 于 这 个 给 定 的 е. 但 零 是 可 以 作为 无 穷 
小 的 唯一 的 常数 ,因为 如 果 /(x) 三 0, 那 么 对 于 任意 给 定 的 a>0 ДН 1/(х) 1<е. 
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下 面 的 定理 说 明 无 穷 小 与 函数 极限 的 关系 . 
定理 1 在 自 变 量 的 同一 变化 过 程 * 一 x。( 或 x 一 % ) 中 ,函数 /(x) 具 有 极限 
А 的 充分 必要 条 件 是 f(x)= 4+a, 其 中 a 是 无 穷 小 . 
证 ” 先 证 必要 性 . 设 limf(x)=4, 则 Ү 2>0, 6>0, 使 当 0<lx-xo1<6 时 ,有 
If(x)-Al<e. 
令 a=f(x)-4, 则 a 是 当 xw 一 wo 时 的 无 穷 小 , 且 
f(x)= А+а. 
这 就 证 明了 f(x) 等 于 它 的 极限 4 与 一 个 无 穷 小 a 之 和 . 
再 证 充分 性 . В (х) = 4+a, 其 中 4 是 常数 ,a 是 当 x 一 xo 时 的 无 穷 小 ,于 是 


I/(xz)-Al= 101. 
因 a 是 当 x->xo 时 的 无 穷 小 ,所 以 Ve>0, 36>0 ,使 当 0<1x-xo1<6 时 ,有 
lal<e, 
即 
If(x)-Al<e. 


这 就 证 明了 A Æ fa) хх] HR BR. 
类 似 地 可 证 明 当 x 一 % 时 的 情形 . 


=. 无 穷 大 


如 果 当 хэл, (EÈ х= ) 时 ,对 应 的 函数 值 的 绝对 值 !f(*) 1 可 以 大 于 预先 
指定 的 任何 很 大 的 正 数 ,那么 就 称 函数 /(*) 是 当 * 一 x。( 或 x 一 w ) 时 的 无 穷 
大 . 精确 地 说 ,就 是 

定义 2 设 函 数 /(x) 在 x 的 某 一 去 心 邻 域内 有 定义 (或 1*! 大 于 某 一 正 数 时 
有 定义 ). 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 M (不 论 它 多 么 大 ) ,总 存在 正 数 5 (REM 
X) ,只 要 х 适合 不 等 式 0<1x-xo1<5 (或 1x1>X) ,对 应 的 函数 值 /(*) 总 满足 不 等 
式 

If(x) 1>M, 
那么 称 函 数 f(x) 是 当 x-xo( 或 x 一 % ) 时 的 无 穷 大 . 

按 函 数 极限 的 定义 来 说 , 当 x-»x。( 或 x 一 % ) 时 的 无 穷 大 的 函数 /(*) 的 极 
限 是 不 存在 的 . 但 为 了 便于 叙述 函数 的 这 一 性 态 ,我 们 也 说 “函数 的 极限 是 无 穷 
Ж” ,并 记 作 

lim/(z)= е (或 lm/(*)= æ ). 


5 95 ° 


ж-ж ЮЙ EER 





如 果 在 无 穷 大 的 定义 中 ,把 I 人 x)1>M W pR f(x)>M( sk f(x)<-M) ,就 记 作 
lim f(x)=+% p. AS 


tse (x— 


必须 注意 ,无穷大 (om ) 不 是 数 ,不 可 与 很 大 的 数 (如 1 千 万 1 亿 等 ) 混 为 
例 2 证 明 lim- = ж (图 1-29). 
证 设 YM>0. 要 使 








х-1 


= 


1 
-1 |<—. 
lx <и 


所 以 , 取 =T MRE x 适合 不 等 式 0<1x-11<5= 





l Tl & 
и ЖЯ 








MEW T lim = >. 


直线 x= 1 жий y= -的 图 形 的 铅 直 渐 近 线 . 


一 般 地 说 ， у(х) = ® ,那么 直线 x*=xo 是 函数 y=f(x) 的 图 形 的 铅 直 渐 
无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 有 一 种 简单 的 关系 , 即 


定理 2 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ,如 果 _f(%) 为 无 穷 大 ,那么 Мо, дЗз®® 


小 ;反之 ,如 果 f(x) 为 无 穷 小 , 且 f(x) 50,8% 


Fa X52595. 


证 设 limf(x)= oo 
V є>0. 根据 无 穷 大 的 定义 ,对 于 M=, J8>0, 4 0<1х-х,1<5 时 ,有 
|/(х)\>М=— 
即 
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<E, 





证 
Кх) 
magga x 一 xo 时 的 无 穷 小 . 

反之 , 设 limf(%)= 0,H f(x) 50. 


V M>0. 根据 无 穷 小 的 定义 ,对 于 =, 38>0, 当 0<lx-x,1<8 时 ,有 


If(x) 1<e= 广 ， 
H F4 0<1х-х,1<5 Bf f( x) #0 , JA If 





1 
Fe ii 
Е x 一 xo 时 的 无 穷 大 . 
类 似 地 可 证 当 x— oo 时 的 情形 . 


习 题 1-4 


1. 两 个 无 穷 小 的 商 是 否 一 定 是 无 穷 小 ? 举例 说 明之 . 
“2. р вид 


(1) у= 





(3) jasi 二 为 当 x 一 0 时 的 无 穷 小 . 


°з. 根据 定义 证 明 : 函数 y E x— 0 时 的 无 穷 大 . 问 x 应 满足 什么 条 件 ,能 使 


1у1>10*? 
4. 求 下 列 极限 并 说 明理 由 : 


(1) lim 2 (2) ка 








2 
—0 1-х 


5. Pr ;填写 下 表 : 









Ye>0， 
38>0, 
使 当 0<1xz-xu1<8 时 ， 
即 有 1LKx)-41<e. 






хх, 
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/(x)—+% 











V M>0, 
3X>0, 
f# 4 1x1>X BF, 
即 有 1f(x)1>M. 


х— 00 











6. 函数 y=xcos x 在 (-o ‚+ ) 内 是 否 有 界 ? 这 个 函数 是 否 为 x 一 +w 时 的 无 穷 大 ? 为 什 


`7. EW: 8 y= sin 二 在 区 间 (0,1] 内 无 界 ,但 这 函数 不 是 *-*0* 时 的 无 穷 大 . 


8. RABS) =- tb B ЖИ ë. 


2 
=% 


第 五 节 极限 运算 法 则 


本 节 讨 论 极限 的 求法 ,主要 是 建立 极限 的 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 极限 
运算 法 则 ,利用 这 些 法 则 ,可 以 求 某 些 函 数 的 极限 . 以 后 我 们 还 将 介绍 求 极限 的 
其 他 方法 . 

在 下 面 的 讨论 中 ,记号 “lim” 下 面 没有 标明 自 变量 的 变化 过 程 ,实际 上 ,下 面 
的 定理 对 x 一 xo 及 x 一 % 都 是 成 立 的 . 在 论证 时 ,我 们 只 证 明了 x 一 xo 的 情形 ,只 
要 把 58 改 成 ,把 0<1x-xo1<6 改 成 Ilx1>X ,就 可 得 x— o 情形 的 证 明 . 

定理 1 两 个 无 穷 小 的 和 是 无 穷 小 . 

证 设 a 及 B 是 当 x 一 xo 时 的 两 个 无 穷 小 ,而 

y=a+ß. 

V 2>0. 因为 a 是 当 x 一 xo 时 的 无 穷 小 ,对 于 了 >0， 36,>0, 当 0<lx-xo1<6, 时 ， 

不 等 式 
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la |< 
2 


成 立 . ЖЯ 8 是 当 xxo 时 的 无 穷 小 ,对 于 二 >0， 35,>0, 4 0<l|x—x, | <8, Hf, Ж 


£ 
181<-—- 
成 立 . 取 6=min|{6,,6,1 , 则 当 0<1x-xo1<6 时 ， 


є E 
labx Ж. pi<3 


同时 成 立 , 从 而 1yl=1a+pB1=< lal+lBl< t =e. 这 就 证 明了 y 也 是 当 x 一 wo 时 
的 无 穷 小 . 

用 数学 归纳 法 可 证 :有 限 个 无 穷 小 之 和 也 是 无 穷 小 . 

定理 2 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 

证 设 函 数 4 在 % 的 某 一 去 心 邻 域 0(x。o,6,) 内 是 有 界 的 , 即 3M>0 使 lul 
<M 对 一 切 xe U(xo,6) 成 立 . 又 设 a 是 当 x-xo 时 的 无 穷 小 , 即 Ye>0, 36,>0, 
ЭЧ x € U(xo,6,) 时 ,有 


ja |<. 
M 


H 6=min|8,,8,| , 则 当 xe Ú (x ,8) BJ , 
lulsM Ж 1 < 
同时 成 立 . 从 而 
lual=lul + lal<M .二 -=e， 


M 

这 就 证 明了 ua 是 当 x 一 wo 时 的 无 穷 小 . 

推论 1 常数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 

推论 2 有 限 个 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 

定理 3 ШЖ lim/(x)=4,limg(x)=B, 那 么 

(1) lim[f(x)+g(x)]=limf(x)+limg(x)= А+В;. 

(2) lim[f(x) + g(x) ] = іту (х) - limg(x)=A + В; 

(3) 车 又 有 B80, 则 


fx) Шах) 4 
g(x) limg(x) В 
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证 先 证 (1). 
因 limf(x)= 4,limg(x)=B, 由 第 四 节 定 理 1 有 
f(x)=Ata, g(x)= B+B, 
HF е K B 为 无 穷 小 . 于 是 
f(x)+g(x)= (Ata)+(B+B)= (A*=B)+(a=B). 
由 本 节 定 理 1,a+B 是 无 穷 小 (a-B 可 看 作 we+(-1)8, 由 本 节 定 理 2 的 推论 
1,(-1)8 是 无穷 小 ,因此 a-B 也 可 看 作 两 个 无 穷 小 的 和 ). 再 由 第 四 节 定 理 
1 ,得 
lim[f(x)+g(x)|=A+B=limf(x)+limg(x). 

关于 (2) 的 证 明 ,建议 读者 作为 练习 . 

再 证 (3). 

由 limf(x)=4,limg(x)=B, 有 

f(x)=Ata,g(x)= B+B, 

其 中 a 及 в 为 无 穷 小 . 设 


fx) A 
7 g(xz) B’ 





则 
„Ata A 1 _ 
Y B+B B B(B+B) 


上 式 表 示 ,y n аана кич 函数 Ва-АВ 是 无 穷 小 . 下 面 我 们 证 明 
男 一 个 函数 7 一 ~ 在 点 x 的 某 一 邻 域内 有 界 . 


(Ba-AB). 











ОЛЕ 
®аш=їзя э', атыма) - BAO тежа stik kS 
боо) ze б, eC) 187 АТ | Sar Ta 
1 1 23 








о E IBI дб pl IBI B” 


这 就 证 明了 万 [845] 在 点 xm 的 去 心 邻 域 Ú xe) WAN. 


因此 ,根据 本 节 定 理 2,у 是 无 穷 小 . 而 


fi) A 
g(x) B Y 





所 以 由 上 节 定 理工 ,得 


lim/( x) 
limg(x) ` 
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证 毕 . 
定理 3 中 的 (1)、(2) 可 推广 到 有 限 个 函数 的 情形 . 例如 ,如 果 limf(x)， 
іта (х) ,limh( x) Ж £f fE ‚ИН 
lim[ f(x)+g(x)—-h(x) ] =limf(x) +limg(x)-limh(x), 
lim[ f(x) ` g(x) + h(x)]=limf(x) + limg(x) + limh( x). 
关于 定理 3 中 的 (2) ,有 如 下 推论 : 
推论 1 如 果 lim/(x) 存 在 ,而 c 为 常数 ,那么 
lim[ cf(x) ] =clim/( x). 
就 是 说 , 求 极限 时 ,常数 因子 可 以 提 到 极限 记号 外 面 . 这 是 因为 lim с=с. 
推论 2 WR limf(x) 存 在 ,而 是正 整数 ,那么 
lim[f(x) 1"=[limf(x)]". 
这 是 因为 
lim[ f(x) ]"=lim[ f(x) f(x) + + + f(x)] 
=limf(x) + limf(x) ++ Ба (х) = [limf(x)]". 
关于 数列 ,也 有 类 似 的 极限 四 则 运算 法 则 ,这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 4 ШВ х, |у, |. 如 果 
lm hs limy, =8, 
那么 
(1) lim(%,+y, )= АВ; 
(2) lim(x ° y,)= A ° B; 
(3) му, #0 (n=1,2,…) 且 Bx0 时 ,tim 一 = 全 
证 明 从 略 . 
定理 5 WẸ ф(х) >20(х) , m lim ф(х) = А, іт у(х) = В, A A> 
证 S /(х)= ф(х) -у(х), WAC) 20. 由 本 节 定 理 3 有 
lim f(x)= lim [g(x)-y(x)] 
= іт p(x)-lim #(x)= A-B. 
由 第 三 节 定 理 3 推论 ,有 lim f(x) 20, Д A-B>0, ik А>В. 
Ф] 1 求 lim(2x-1). 
解 lim(2x-1 )= = рни 52 limx-1=2 “1 =-1=1. 


-1 
2 li 
例 Ж ла аЗ 2 жг, 


# ”这 里 分 母 的 极限 不 为 零 ik 
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X-i lim (x° -1) 
lim = л е н 
:x —5x+3 lim (x —5x+3) 


limx’ іт] (їїтх)?-1 
х—+2 x—2 x—2 





lima? -5 limx+lim3 ае, limx) -5 + 2+3 
. с 17 
22-10+3 -3 3: 
从 上 面 两 个 例题 可 以 看 出 , 求 有 理 整 函数 (多 项 式 ) 或 有 理 分 式 函 数 当 
x 一 Xo 的 极限 时 ,只 要 把 x。 代替 函数 中 的 x 就行 了 (对 于 有 理 分 式 函 数 , 需 假定 这 
样 代入 后 分 母 不 等 于 零 ). 


事实 上 , 设 多 项 式 





Кх) = aox"+aixX +a, 
则 

limf(x)= lim(ax"+a x" + +a, ) 

ху x—xg 
=a (limxzx)"+a,( limx) “++lima, 

x—*g x— xg x— xg 
=ax0+a xe + +a =f( xo ). 
又 设 有 理 分 式 函 数 


_ Р(х) 
0(х) 








其 中 Р(х) ,Q(x) 都 是 多 项 式 , 于 是 
limP(x)= P(x), lim (x)= Q(x); 

ШЖ О(х,) #0, А 
li Px) 
Р(х) _ Р(х) _ 
ШаР(&)= lime” img) 0С, у= 
但 必须 注意 : 若 Q(xo)=0 , 则 关于 商 的 极限 的 运算 法 则 不 能 应 用 , 那 就 需要 

特别 考虑 . 下 面 我 们 举 两 个 属于 这 种 情形 的 例题 . 


нз жщ, 
# ` x—3 时 ,分 子 及 分 母 的 极限 都 是 零 , 于 是 分 子 、 分 母 不 能 分 别 取 极 


限 . 因 分 子 及 分 母 有 公 因 子 *-3 ,而 x 一 3 时 ,z* 关 3,x-3 天 0, 可 约 去 这 个 不 为 零 的 
公 因 子 . 所 以 








F(xo). 


i x-3 же 1 liml ba 
На sagt TFT 6` 
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例 4 





2х-3 
-5x+4 





т^ 
2x—3 


算法 则 . 但 因 
故 由 第 四 节 定 理 2 得 
Зх tha +2 


例 5 ка aTa 


其 中 a 为 常数 ， 
例 6 ж 


E ж 


Жш 
解 因为 分 母 的 极限 lim(x -5x+4)= 1° 
5x+4 12-5. 
— 2.1-3 


+5х 一 3 
解 ” 先 用 x 去 除 分 母 及 分 子 , 然 后 取 极 限 : 
= lim 53 
to 
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1+4=0, 不 能 应 用 商 的 极限 的 


lts ү 


2х-3 
= 00, 





lim 一 
-Ix —5x+4 





为 正 整 数 ,lim 一 =0 ( 见 第 三 节 例 7) 


Зх? Ба 1 
УЕ и, 
2+5. 
用 R TEN 求 极 限 ,得 
3 2 1 
3х?-2х-1 x x x 0 
LAPT P р ИЕ 8 Ла 
ее 2x =x +5 = 2 
x x 


sË fi 
求 lim5 
2 
lim— 
=a 3% —2х—1 


шы. а 
应 用 例 6 的 结果 并 根据 上 节 定 理 2, 即 得 
2x`— x +5 аа 
| 5.) 6 T 是 下 列 一 般 情形 的 特例 , 即 当 a6 关 0,6bo 关 0,m Ж п 为 非 负 整 


解 


数 时 ,有 
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0, 当 n>m, 
| 
‚ ах жар" +- +a, |а. 
lim 一 一 7 = ‚4 nam, 
r= х рух" +- +b, b, 





= , H n<m. 
例 8 Жі" 
хэю x 
解 当 x 一 om 时 ,分 子 及 分 母 的 极限 都 不 存在 , 故 关于 商 的 极限 的 运算 法 则 
不 能 应 用 . 如 果 把 Sm 看 作 sin x 与 二 的 乘积 ,由 于 二 当 x— = 时 为 无 穷 小 ,而 





sin x 是 有 界 函 数 , 则 根据 本 节 定 理 2, 有 
limt 0. 
х= x 


定理 6( 复合 函数 的 极限 运算 法 则 ) RAAY) ERER и=ш(х) У 
函数 y=/(u) 复合 而 成 ,[g(x) ] 在 点 xm 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 , 若 limg(z)= u, 


limf(u)=4, 且 存在 6,>0, 当 xe Ё(х,,&,) R}, A g(x) Auo, W 
lim/[ g(x) ] = limf(u)= A. 
证 ” 按 函 数 极限 的 定义 ,要 证 : V є>0, 35>0, 184924 0<|x— | <6 时 ， 
IFLg(xz)]-41<e 
成 立 . 
由 于 limf(u)=4, V #>0, 3q>0, 4 0<lu—uol<m 时 ,Laz)-41<e 成 立 . 
又 由 于 limg (x)= uw, 对 于 上 面 得 到 的 n>0, 38.>0,40<lx—x | <ó, 时， 


lg(x)-u 1 <m L. 


由 假设 , 当 x e Ü (xo, ôo) 时,g (x) # ш. ЙД ô= min | ô,, ô, |, W 4 0< 
Іх-х,1<5 BF, Ig (х) - и 1 <от K lg (x) -u | #0 同时 成 立 , 即 0 < 
lg(x)-uol|<m 成 立 , 从 而 

lfLg(x)]-41= Lu)-41<e 
成 立 . 证 毕 . 

在 定理 6 中 把 limg(*)= wo 换 成 limg(*)= 或 limg(*)= ® ;而 把 lim/( u)= 
4 换 成 im 人 zx)=4, 可 得 类 似 的 定理 ， 

定理 6 表示 ,如 果 函 数 g(x*) 和 Ju) 满 足 该 定理 的 条 件 ,那么 作 代 换 = 
g(x) 可 把 求 lim/[ g(x) ] 化 为 求 limf(u) ,这 里 uo = limg(*). 
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І. 计算 下 列 极限 : 
x 2+5. 
-3 ° 


(3) мсн, 


(1) limy 


(5) ha A t, 
=. 
“2 x 2_ 
2 __6х+8 
9) Бъ ' 
(9) rx —5у+4 





(7) lim 





(11) OEE MAAE , 


1 
2 4 >) 


13) 1 
( ) lim 553 


2. 计算 下 列 极 限 : 
ы 

(1) Ише руз? 

(3) lim(2x -х+1). 

3. 计算 下 列 极 限 : 

(1) limxzsin A. 
x—0 x 


4. 设 1a dbl] 





Catt азау 
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习 题 1-5 





(2) lim EEN 
Axr +1 ” 


43-25? +x. 


3 


4) li 
(4) 0 Зх? +25 


ө (22-2), 


а Bm 
e) Em aral 


(10) lim( 1+5) (2-5) š 


1+2+3+:--+(п-1). 
nz i 
n 


; 


(12) lim 





(14) mf 2 г). 


1-х 1-а° 


š x 
(2) шут, 


arctan x 


(2) lim— 


с, | УЗЕ АЖО, H lima, = 0， limb, =f, lime, =o .下 列 陈述 中 哪些 


是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 一 个 反例 . 


(1) a,<b, ,neN,; 
(3) lima, c, 不 存在 ; 


(2) b,<e, ,neN,; 
(4) limb, c, 不 存在 . 


5. 下 列 陈述 中 ， 哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 


一 个 反例 . 


(1) 如 果 limf(x) 存 在 ,但 limg(x) 不 存在 ,那么 lim[f(x)+g(x) ] 不 存在 ; 
= т, эче 

(2) 如 果 lim/(x) 和 limg(%) 都 不 存在 ,那么 lim[/(*) +g (x) ] 不 存在 ; 

(3) 如 果 lim/(x*) 存 在 ,但 limg(x) 不 存在 ,那么 lim/(*) ` g(x) ЖАНЕ. 


`6. 证 明 本 节 定 理 3 中 的 (2). 
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两 个 重要 极限 


下 面 讲 判定 极限 存在 的 两 个 准则 以 及 作为 应 用 准则 的 例子 ,讨论 两 个 重要 
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极限 :lims ži Я (1+) =e, 


x 
准则 I ”如果 数列 |x,| ,1y.| Ж\:,| 满足 下列 条 件 : 
(1) 从 某 项 起 , 即 3j ne N,, 当 n>no 时 ,有 
y, <ex,=<z,; 
(2) limy,=a, limz, =a, 
那么 数列 | x,| 的 极限 存在 , 且 limx, =a. 
证 因 y, 一 a,z, 一 a, 所 以 根据 数列 极限 的 定义 ,Ye>0, 习 正 整 数 N,, 当 n> 
N 时 ,有 1y,-al<s; 又 习 正 整数 N,, 当 n>N, 时 ,有 1z,-al<e. 现在 取 N= тах | ng, 
№, ,№, | , 则 当 n>N 时 ,有 
ly,-al<s, |z,-al<e 
同时 成 立 , 即 
a-g<y,<a+g, a-e<z, <ate 
同时 成 立 . 又 因 当 n>N 时 ,x, 介 于 3 和 zz 之 间 , 从 而 有 
а-є<у„<х„<1,<а+еє, 
即 
lz. —-a l< 
成 立 . 这 就 证 明了 limx, =a. 
上 述 数列 极限 存在 准则 可 以 推广 到 函数 的 极限 : 
准则 ДЖ 


(1) хей (хог) (或 lx1>M) 时 ， 
g(x) </(x) <h(x); 
(2) lim g(x%)= А, lim h(x)= А, 
(х—+% ) (х=) 
那么 lim f(x) 存 在 , 且 等 于 4. 


(x— =) 





准则 工 及 准则 工 称 为 去 逼 准则 . d 
作为 准则 了 的 应 用 ,下 面 证 明 一 个 重要 的 极限 В 
а РЕ 
首先 注意 到 ,函数 sn < 对 于 一 切 xz0 都 有 定义 。 | _ 
cos x e A 


在 图 1-30 所 示 的 四 分 之 一 的 单位 圆 中 , 设 圆心 ” “is 
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fa Z A0B=x [0<x< 了 ] ,点 4 处 的 切线 与 OB 的 延长 线 相交 于 D, X BC L 04, 则 


sin x=CB, x=AB, tan x=AD. 


因为 
ДАОВ 的 面积 < 扇形 АОВ 的 面积 <A40D 的 面积 ， 
所 以 
二 
2 ==» EA ап х, 
В 


sin х<х<іап х. 
不 等 号 各 边 都 除 以 sin x, 就 有 
x 1 


sin x cos x` 








或 


sin x 





cos x< 


<1. (6-1) 





因为 当 x 用 -x 代替 时 ,cos x 与 sx 都 不 变 ,所 以 上 面 的 不 等 式 对 于 开 区 间 


x 
(—; 0) 内 的 一 切 * 也 是 成 立 的 . 
为 了 对 (6-1) 式 应 用 准则 工 ,下 面 来 证 im cos x=1. 


事实 上 , 当 0<1z1< 了 时 ， 


_1_ она ар —®- 
0<1соѕ x-1 | =1—cos x=2sin TAF) >° 


即 


2 
x 

0<1-с <— 
< Cos x 2 


4 a—0 时 ,本 -0, 由 准则 工 有 lim(1-eos х) = 0, 所 以 
limcos x=1. 
由 于 limeos x=1 ,liml =1, 由 不 等 式 (6-1) 及 准则 工 , 即 得 


. Sin x 
lim— = 


х0 X 


从 图 1-31 也 可 以 看 出 这 个 重要 极限 . 


1. 
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1 Rim lan £ 














х0 x 
. tanx ,. /sinx 1 . Sinx ,. 1 

解 lim =lim . =lim * lim = 1. 
= Ж 2-04 Ж cos х] +0 x ocos x 


2 Жи l oss = 
x 一 "0 x 





—cos in2; 1 
解 lim а е : | 
х—›0 


х0 X x ] +cos x 


isina? ,. 1 
а | ` lim 


_ 1 
-0\ x «01 +cos x 2 








例 3 求 lim arcsin x x 


# “  ¿=arcsin e x=sin t, 4 х—0 时 ,有 1t-0. 于 是 由 复合 函数 的 极限 运 
算法 则 得 


=lim - =1; 


х0 x 二 0Sin Ё 





. arcsin x 
lim 


ЖДП ”单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
如 果 数 列 | <, | 满足 条 件 


x EX EX EX, EX <`: , 


就 称 数列 |x。| 是 单调 增加 的 ;如 果 数 列 |x, | 满足 条 件 
X BX, 23225. >х„>х, >с, 
就 称 数列 |x,| 是 单调 减少 的 . ААЛА] НИ ЛП ЯП АЗ. 898 2 К) ЖОЛ БЕ Pk 29 58. У СУП O. 
在 第 二 节 中 曾 证 明 : 收 敛 的 数列 一 定 有 界 . 但 那 时 也 曾 指 出 :有 界 的 数列 不 
一 定 收敛 . 现在 准则 下 表明 :如 果 数 列 不 仅 有 界 ,并 且 是 单调 的 ,那么 这 数列 的 极 
限 必 定 存在 ,也 就 是 这 数列 一 定 收敛. 
对 准则 开 我 们 不 作证 明 ,而 给 出 如 下 的 几何 解释 : 





加 ”这 里 的 单调 数列 是 广义 的 ,就 是 说 , 在 条 件 中 也 包括 相等 的 情形 . 以 后 称 单调 数列 都 是 指 这 种 
广义 的 单调 数列 . 
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从 数 轴 上 看 ,对 应 于 单调 数列 的 点 %, 只 可 能 向 一 个 方向 移动 ,所 以 只 有 两 种 
可 能 情形 :或 者 点 x, 沿 数 轴 移 向 无 穷 远 (x, 一 +% 或 *, 一 -% ), 或 者 点 *, 无 限 趋 
近 于 某 一 个 定点 4 (图 1-32) ,也 就 是 数列 |x,| 趋 于 一 个 极限 . 但 现在 假定 数列 
是 有 界 的 ,而 有 界 数列 的 点 *, 都 落 在 数 轴 上 某 一 个 区 间 [ -M,M] 内 ,那么 上 述 第 
一 种 情形 就 不 可 能 发 生 了 . 这 就 表示 这 个 数列 趋 于 一 个 极限 ,并 且 这 个 极限 的 绝 
对 值 不 超过 M. 


A 
1-32 
作为 准则 下 的 应 用 ,我 们 讨论 另 一 个 重要 极限 
в(1+ 2) 
下 面 考虑 * 取 正 整数 而 趋 于 +w ВОНР. 
设 x = 人 14 二】 ,我 们 来 证 数列 1%, | 单调 增 加 并 且 有 界 按 牛顿 二 项 公式 ,有 


“=| l>] 
n 








_ n 1 n(n-1) 1 n(n-1)(n-2) 1 .. 

«һе сер 21 nt 31 ы + 
n(n-1)- (п=в+1) .1 
n! п" 





类 似 地 , 
1 1 1 1 2 
ван [Ls 1] (ва) + 
1 1 тыы n—1 
ey | pa R 


КЕТ a lan) afi 


比较 x. ,x 的 展开 式 ,可 以 看 到 除 前 两 项 外 ,%, 的 每 一 项 都 小 于 %,, 的 对 应 项 ， 
FHE x 还 多 了 最 后 的 一 项 ,其 值 大 于 0, 因 此 
x, Lnr , 


这 就 说 明 数 列 |x, | 是 单调 增加 的 . 这 个 数列 同时 还 是 有 界 的 . 因为 ,如 果 x, ВО Je 
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开 式 中 各 项 括号 内 的 数 用 较 大 的 数 1 代替 ,得 








1 1 1 1 
х el litat + tits +; i 
E 1 
三 1 十 =3-—7<3, 
а. 
2 


这 就 说 明 数列 1 х, | 是 有 界 的 . 根据 极限 存在 准则 下, 这 个 数列 | х, 的 极限 存在 ， 
通常 用 字母 e 来 表示 它 , 即 
ви({ї+) "° 
可 以 证 明 , 当 取 实数 而 趋 于 +% 或 -% 时 ,函数 (1+ 二 】 的 极限 都 存在 且 才 
等 于 eD. 因 此 ®， 
lim( 1+4) =e. (6-2) 


x— 0 


这 个 数 。 是 无 理 数 , 它 的 值 是 
е=2.718 281 828 459 045…. 


在 第 一 节 中 提 到 的 指数 函数 y=e* 以 及 自然 对 数 y=ln x 中 的 底 。 就 是 这 个 常数 
利用 复合 函数 的 极限 运算 法 则 ,可 把 (6-2) 式 写成 另 一 形式 .在 (1+z)* 中 作 
代 换 = 十 ,得 {1+ 二 ] . 又 当 z-0 时 xm. 因此 由 复合 函数 的 极限 运算 法 则 得 


z x 





Q) nsx<n+l, 1] 


且 n 与 x 同时 趋 于 +% ,因为 





应 用 夹 逼 准则, 即 得 


lim (+2) =е. 
x— + x 


Фох=-(и+1),Ш хоо Hf ,1— +o -从 而 


© 参阅 习题 1-3 第 10 题 . 
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с 1+2) =lim( 14) = 
2—0 ZX 一 ?oo x 


下 面 的 例 4 也 是 用 代 换 方法 来 做 的 ,实质 上 还 是 用 到 了 复合 函数 的 极限 运 
算法 则 . 


TETE 
Ж S =-x,W34 хо f, t-o. FE 


lim jk ын ЕЗ а - = 二 
нту 
相应 于 单调 有 界 数列 必 有 极限 的 准则 工 ,函数 极限 也 有 类 似 的 准则 . 对 于 自 
变量 的 不 同 变化 过 程 (x 一 x0,x 一 xo,x 一 -o ,x 一 +% ) ,准则 有 不 同 的 形式 . 现 以 
x 一 xz0 为 例 ,将 相应 的 准则 叙述 如 下 : 
AUW RAR Sa) ER xo 的 某 个 左 邻 域内 单调 并 且 有 界 , 则 f(x) £ х, 
的 左 极 限 f(x ) 必定 存在 . 
“ 柯 西 (Cauchy) 中 极限 存在 准则 
在 第 二 节 例 1 及 例 2 中 ,我 们 看 到 收敛 数列 不 一 定 是 单调 的 . 因此 ,准则 工 
所 给 出 的 单调 有 界 这 条 件 ,是 数列 收敛 的 充分 条 件 ,而 不 是 必要 的 . 当然 ,其 中 有 
界 这 一 条 件 对 数列 的 收敛 性 来 说 是 必要 的 . 下面 叙述 的 柯 西 极限 存在 准则 , 它 给 
出 了 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 . 
柯 西 极限 存在 准则 ”数列 |x, | 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 正 
数 = ,存在 正 整数 NN, 使 得 当 m>N,n>N 时 ,有 
lx, 2n | <E. 
证 必要 性 іх, =a. Vs>0, 由 数列 极限 的 定义 , 了 正 整数 N, 当 m>N 
时 ,有 








lx -a |<, 
2 
同样 , 当 m>N 时 ,也 有 


|x -al< 
ха a 


2 





Q 柯 西 (Augustin-Louis Cauchy,1789 一 1857 ) ,法 国 数学 家 ,他 出 版 了 《分 析 教 程 y》(1821) 《无 穷 小 
分 析 教 程 概论 》(1823) 《 微 积 分 在 几何 中 的 应 用 》(1826 一 1828 ) 这 几 部 划时代 的 著作 ,给 出 了 分 析 学 一 
系列 基本 概念 的 严格 定义 ,将 微 积分 理论 完整 而 严密 地 疯 基 于 极限 的 基础 之 上 ,从 而 使 他 成 为 严格 微 积 
分 学 的 葛 基 者 . 
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因此 , 当 m>N,n>N 时 ,有 
lx, —x |=1(%x,—a)—(x,—a)| 
< |x.-a|+|x,-a <+ =e, 
所 以 条 件 是 必要 的 . 
充分 性 这 里 不 予 证 明 . 


这 准则 的 几何 意义 表示 ,数列 |x,| 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 给 定 的 
正 数 ,在 数 轴 上 一 切 具 有 足够 大 号 码 的 点 x, 中 ,任意 两 点 间 的 距离 小 于 e. 
柯 西 极限 存在 准则 有 时 也 叫做 柯 西 审 敛 原理 . 


53 题 1-6 
(1) lin sin 02 ar, (2) limn Эл, 
(3) limin 22 sah, (4) lim xcot х; 
(5) lim! -es 2% 28. (6) lim2"sin — (х 为 不 等 于 零 的 常数 ). 
xQ Xxsin x nm z 
2. 计算 下 列 极限 : 
(1) lim(1-#)+; (2) lim(1+22)%; 
2x ks 
(3) lim( =) ; (4) lim( 1-5) (k HEW). 


`3. 根据 函数 极限 的 定义 ,证 明 极 限 存在 的 准则 I. 
4. 利用 极限 存在 准则 证 明 : 


КШ д үз. өйгө z АУЫ 
а) lim кыша ш, (2) lima( r Lin mw sa з) ш, 
(3) 数列 V2 ,V2+V2 ,V2+V2+V2 ,… 的 极限 存在 ; 
(4) limJl+z=1; (5) tima [-] =1. 





第 七 节 ”无穷小 的 比较 


在 第 五 节 中 我 们 已 经 知道 ,两 个 无 穷 小 的 和 、 差 及 乘积 仍旧 是 无 穷 小 . 但 是 ， 
关于 两 个 无 穷 小 的 商 , 却 会 出 现 不 同 的 情况 ,例如 , 当 x 一 0 时 ,3x、x ‚зїп x 都 是 
无 穷 小 ,而 
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2 а 
. x . 35 . sing 1 
lim—=0, іт = ә lim =—. 


2—03% 502 ” 0 Зх 3 

两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 的 各 种 不 同情 况 , 反 映 了 不 同 的 无 穷 小 趋 于 零 的 “快慢 ” 
程度 . 就 上 面 几 个 例子 来 说 ,在 x 一 0 的 过 程 中 ,x 一 0 比 3x 一 0" 快 些 ” , 反 过 来 3x 
一 0 比 x 一 0“ 慢 些 ” ,而 sin x 一 0 与 x0“ 快慢 相仿 ”. 

下 面 ,我 们 就 无 穷 小 之 比 的 极限 存在 或 为 无 穷 大 时 ,来 说 明 两 个 无 穷 小 之 间 
的 比较 . 应 当 注 意 , 下 面 的 a 及 B 都 是 在 同一 个 自 变量 的 变化 过 程 中 的 无 穷 小 ， 
H ax0,lim 及 也 是 在 这 个 变化 过 程 中 的 极限 

定义 


如 果 lim =0, 那 么 就 说 B E Ht а 高 阶 的 无 穷 小 , 记 作 p=o(a) ; 





如 果 lim Ë. = > ,那么 就 说 B 是 比 o 低 阶 的 无 穷 小 ; 

如 果 lim 2-0, ВАЙ ВУ авия; 

如 果 lim 2-0,0, ВАЙ В 是 关于 о 的 上 阶 无 穷 小 ; 
z k 阶 无 穷 小 


如 果 lim 万 =1 ,那么 就 说 有 与 a 是 等 价 无 穷 小 , 记 作 a = B. 
显然 ,等 价 无 穷 小 是 同 阶 无 穷 小 的 特殊 情形 , 即 c= 1 的 情形 . 
下 面 举 一 些 例子 : 
因为 lim3-=0, 所 以 当 x-0 时 ,3 是 比 * 高 阶 的 无 穷 小 , 妈 
Зх? =0(х) (x—0). 
1 


п 


Haia- =a, 所 以 当 nm 一 时， ана z 低 阶 的 无 穷 小 . 





a|- 
al 


х^— 


因为 iim 一 





Э 26, FEL Ч х3 时 ,x -9 与 x-3 是 同 阶 无 穷 小 . 
pam — PELA x0 时 ,1-eosx 是 关于 x 的 二 阶 无 穷 小 


sin x 


因为 lim 





=1, 所 以 当 x 一 0 时 ,sin x 与 x 是 等 价 无 穷 小 , 即 
віп хех (x—0). 
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下 面 再 举 一 个 常用 的 等 价 无 穷 小 的 例子 . 
例 1 WEH: 4 х0 „Дух -1 ~ 二 





证 因为 
ы te 1 =lim SA 
二 
Т)" ЕР 


所 以 V1i+x-1 -一 (x 一 "0 ) . 


关于 等 价 无 穷 小 ,有 下 面 两 个 定理 . 

定理 1 B 与 a 是 等 价 无 穷 小 的 充分 必要 条 件 为 
В=а+о(а). 

证 必要 性 设 a~B, 则 


Ña Be (2а) =lim 1-0, 
а а а 
№ В-о=о(а) , Ё В=а+о(а). 
充分 性 Ü В=о+о(а) , 则 
| йын Жш 820082 ц [i] 8592) =1, 
а а а 
因此 a ~ В. 
0] 2 Б] Ж M 50 时 ,sin х = x,tan x ~ z, aresin х = z, 1 —cos z ~-a? , DEVAM 
x—0 时 有 


sin х=х+0(х), tan x=x+o(x), 
š 1, 2 
arcsin х=х+о(х), 1-соѕ x= +o( x°). 


定理 2 设 a~&,B ~P, 且 lim В де л) 


а 


四 ”极限 imwW(1+xz)”=1 (m=n-1,n-2,…,1) 用 到 了 习题 1-6 中 题 4(4) 的 结果 及 第 五 节 中 定理 3 
z—0 
的 推论 2. 
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lim BE-lim Ê. 

Q ~ 

а 
证 [ш 2-2 рит" zim аа a e pa Ë, 
Q B а ~ ~ C ~ 
B а а 


定理 2 表明 , 求 两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 时 ,分 子 及 分 母 都 可 用 等 价 无 穷 小 来 


代替 . 因此 ,如 果 用 来 代替 的 无 穷 小 选 得 适当 的 话 ,就 可 以 使 计算 简化 . 
例 3 求 limtan 2* 2х 
s+0 Sin 5x` 
解 ” 当 x 一 0 时 ,tan 2х ~2x,sin 5x ~5x, 所 以 
. tan 2x 2х 2 
lim— = lim“ = 


х-05іп SX 1 wss 5: 








44 н sin: 
0 x +3% 
f `4 x—O 时 ,sin х ~x, 无 穷 小 x +3% 与 它 本 身 显然 是 等 价 的 ,所 以 


siny _.,. x s | 1 
іт = im 一 一 = lim 一 -一 = 一 . 
10x +3x sox(x +3) 0x +3 3 





例 5 жиш Cl 


х0 Cos Y 一 ] 


解 H a0 8, (1+2) 5-1 еа? ‚соз x— 1-2 ,所 以 





l > 
= 
‚. (1+°)з-1_„ 3 __ 72 
liro cos x-1 “мет” 3 
2 
习 题 1-7 


1. ` <—0 P| ,2x—x Ej x° -x 相 比 , 哪 一 个 是 高 阶 无 穷 小 ? 
2. Ц x—0 В, (1-соѕ х)? 与 sinzx 相 比 , 哪 一 个 是 高 阶 无 穷 小 ? 


3. 4 x—1 时 ,无 穷 小 1-x 和 (1) 1-x’,(2) 于 (1- -x ) 是 否 同 阶 ,是 否 等 价 ? 
4. 证 明 : 当 x 一 0 时 ,有 

(1) arctan х ~ x; (2) sec 1-1-5 

5. 利用 等 价 无 穷 小 的 性 质 , 求 下 列 极限 : 
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(1) анат 35, (D) im, (пт НЙ, 

(3) limtan zehin A (4) lim sin х-!ап x š 
=O sin z 0( Yita -1)( /l+sinz-1) 

6. 证 明 无 穷 小 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 : 

(1) а-а (BE); (2) #a-~B, W 8 - a (对 称 性 ); 


(3) #a~BB~y а-у (传递 性 ). 


第 八 节 ”函数 的 连续 性 与 间断 点 


一 、 函 数 的 连续 性 


自然 界 中 有 许多 现象 ,如 气温 的 变化 .河水 的 流动 ` 植 物 的 生长 等 都 是 连续 
地 变化 着 的 . 这 种 现象 在 函数 关系 上 的 反映 ,就 是 函数 的 连续 性 . 例如 就 气温 的 
变化 来 看 ,当时 间 变 动 很 微小 时 ,气温 的 变化 也 很 微小 ,这 种 特点 就 是 所 谓 连续 
性 . 下 面 我 们 先 引 入 增 量 的 概念 ,然后 来 描述 连续 性 ,并 引出 函数 的 连续 性 的 

RER и 从 它 的 一 个 初 值 u 变 到 终 值 u,, 终 值 与 初 值 的 差 ww 就 叫做 变 
Ши Жы , 记 作 Au, Вр 

Ди=и,-щ. 

兽 量 Au 可 以 是 正 的 ,也 可 以 是 负 的 . ТЕ Au 为 正 的 情形 ,变量 ww М и З] и, 
=u +Au 时 是 增 大 的 ; 当 Au 为 负 时 ,变量 是 减 小 的 . 

应 该 注意 到 :记号 Au 并 不 表示 某 个 量 А 与 变量 “的 乘积 ,而 是 一 个 整体 不 
可 分 割 的 记号 . 

现在 假定 函数 y=/(*) 在 点 x。 的 某 一 个 邻 域 内 是 有 定义 的 . 当 自 变量 x 在 这 
邻 域内 从 x。 变 到 xo+Ax 时 ,函数 值 或 因 变 
量 太 x*) 相 应 地 从 f(x) 变 到 f(xo+Ax), 因 
此 函数 值 或 因 变 量 Ух) 的 对 应 增 量 为 

Ay=f(xo+Ax) -f(xo ). 

习惯 上 也 称 Ay 为 函数 的 增 量 ,函数 增 量 
的 几何 解释 如 图 1-33 所 示 . 

假如 保持 x 不 变 而 让 自 变 量 的 增 量 
Ах 变动 ,一 般 说 来 ,函数 的 增 量 Ay 也 要 
随 着 变动 . 现在 我 们 对 连续 性 的 概念 可 以 





1-33 
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这 样 描述 :如 果 当 Ах 趋 于 零 时 ,函数 的 对 应 增 量 Ду 也 趋 于 零 , 即 
шу “Ж. 
或 
limLf(xotAx) -f(xo) ]=0, 
那么 就 称 函数 y=f(x) 在 点 x 处 是 连续 的 , 即 有 下 述 定 义 : 
定义 RRAK у=/(х) EA x 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如果 
limAy= lim [f(xot+Ax) -/(х„) ]=0, 
MARRAK y=f(x) 在 点 x 连续 . 
为 了 应 用 方便 起 见 , 下 面 把 函数 y=f(x) 在 点 ‰% 连 续 的 定义 用 不 同 的 方式 来 
BUR. 
设 x=xo+Ax , 则 Ax 一 0 就 是 x 一 xo. 又 由 于 
Ау=/(х,+Ах)-/(х„)=/(х)—/(х), 
即 
f(x)=f(x0)+Ay, 
可 见 Ay—0 就 是 A(x) 一 f(xo) ,因此 (8-1) 式 与 
Hmf(a)= (xe) 
相当 . 所 以 ,函数 y=Ax) 在 点 xo 连 续 的 定义 又 可 叙述 如 下 : 
RRA ya EA xz 的 某 一 邻 域 内 有 定义 ,如 果 
тух) = f(x), (8-2) 
那么 就 称 函 数 f( x) {Енд х. 
由 函数 所 xz) 当 x 一 xo 时 的 极限 的 定义 可 知 , 上 述 定 义 也 可 用 "se-6 "语言 表达 
如 下 : 
f(x) 在 点 x。 连续 属 Ve>0,36>0, 当 |x-xo1<6 时 ,有 |f(x)-f(xo)1<e. 
下 面 说 明 左 连续 及 右 连 续 的 概念 . 
如 果 limf(x)= 久 x。) 存 在 且 等 于 儿 x。), 即 


f(xo)=f(x0), 
那么 就 说 函数 所 xz) 在 点 zo 左 连续 . Я limfa) = f(x; РЕ НАР Лао) ‚Ёр 
Кх) = Кх), 


那么 就 说 函数 f(x) ТЕА x Ai Ж. 
在 区 间 上 每 一 点 都 连续 的 函数 ,叫做 在 该 区 间 上 的 连续 函数 ,或 者 说 函数 在 
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该 区 间 上 上 连续 . 如 果 区 间 包 括 端点 ,那么 函数 在 右 端 点 连续 是 指 左 连续 ,在 左 端 
点 连续 是 指 右 连续 

连续 函数 的 图 形 是 一 条 连续 而 不 间断 的 曲线 . 

在 第 五 节 中 ,我 们 曾经 证 明 :如 果 /(*) 是 有 理 整 函数 (多 项 式 ) ,那么 对 于 任 
ВНЗ а, уа) = (зо) ,因此 有 理 整 函 数 在 区 间 ( -% ,+% ) 内 是 连续 
的 . 对 于 有 理 分 式 函数 PCz)= реу, RE Q (x) 天 0, 就 有 limP(x)= Р(х) , 因 


此 有 理 分 式 函 数 在 其 定义 域内 的 每 一 点 都 是 连续 的 . 
由 第 三 节 例 5 可 知 ,函数 zx)=Vx 在 (0,+o ) 内 是 连续 的 . 
作为 例子 ,我 们 来 证 明 ,函数 y=sin x 在 区 间 (-% ‚+ ) 内 是 连续 的 . 
设 *x 是 区 间 (-% ‚+оо ) 内 任意 取 定 的 一 点 . 4 x 有 增 量 Ax 时 ,对 应 的 函数 
的 增 量 为 





Ay=sin(x+Ax)—sin x, 





由 三 角 公 式 有 
sin( x+Ax) -sin x=2sin eos х+ 7) 
2 2 
注意 到 
cos É 
(=) =s 
就 推 得 
lAyl=lsin(x+Ax)-sin x| <2 | sin =. 





因为 对 于 任意 的 角度 a, 4 az0 时 有 1sin al<lal, 所 以 
0 三 1Ayl=lsin(x+Ax)-sinxl<1Axl. 
因此 , 当 Ax 一 0 时 ,由 夹 通 准 则 得 1Ay1 一 0, 这 就 证 明了 y=sin х 对 于 任 一 
xe(-o ,+o ) 是 连续 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 ,函数 y=cosx 在 区 间 (-om ,+% ) 内 是 连续 的 . 


二 、 函 数 的 间断 点 

设 函 数 f(x) 在 点 x 的 某 去 心 邻 域内 有 定义 . 在 此 前 提 下 , ЯРА f(x) A 
(1) 在 x=xo 没 有 定义 ; 

(2) 虽 在 *=x 有 定义 ,但 lim/(x) 不 存在 ; 
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(3) BE *=xo 有 定义 , 且 limf(*x) 存 在 ' 但 limf(x) f(x0) ， 


JE Z PS Ж f(x) fE SÁ x。 为 不 连续 ,而 点 x%o 称 为 函数 fx) 的 不 连续 点 或 间断 点 . 
下 面 举例 来 说 明 函 数 间 断 点 的 几 种 常见 类 型 . 


例 1 正切 函数 y=tan x 在 x= 本 处 没有 定义 ,所 以 点 х= tan x 的 
间断 点 . 因 


limtan х= о ， 


ИНЕ A 


22 


我 们 称 x= 了 为 函数 tan x 的 无 穷 间 断 点 (图 1-34). 
例 2 函数 y=sin 二 在 点 x=0 没有 定义 ; 当 x-0 时 ,函数 值 在 -1 与 +1 之 间 


变动 无 限 多 次 (图 1-35) ,所 以 点 x=0 称 为 函数 sin "ЕЖЕ Н. 





ә 





例 3 函数 y= 和 =1 在 点 x=1 没有 定义 ,所 以 函数 在 点 x= 1 为 不 连续 (图 1- 


x-1 
36). 但 这 里 








ый m im(x+1)= 2. yA 
= X—] хә1 
如 果 补 充 定义 : 令 x=1 时 y=2, 那 么 所 给 函数 在 x=1 А 
成 为 连续 . 所 以 x=1 称 为 该 函数 的 可 去 间断 点 . 1 | 
例 4 函数 | 
x, 2X 天 1 ， бүк 1 x 
y=f(x)= 1 28 
ge ЖА: Ва 1-36 
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这 里 linf(z)= lim =1, 但 (1)= 方 ,所 以 
lim/(z) #1(1). 
因此 ,点 x=1 是 函数 (x) 的 间断 点 (图 1-37). 但 如 果 改 变 函 数 /(x) 在 x=1 处 


МЕ) = І, ВА fa) E x=1 成 为 连续 . 所 以 x=1 也 称 为 该 函数 的 可 去 
间断 点 . 





El 1-37 图 1-38 
JS 函数 
x-1, х<0, 
/f(xz)=10, x=0, 
x+1 x>0. 


这 里 , х0 时 ， 

limf( ж) = lim (x-1 )=-1, 

limf(x)= lim (х+1)= 1. 
左 极限 与 右 极 限 虽 都 存在 ,但 不 相等 , 故 极限 linf(x) 不 存在 ,所 以 点 *=0 是 函数 
f(x) 的 间断 点 (图 1-38). 因 y=f(x) 的 图 形 在 x*=0 处 产生 跳跃 现象 ,我 们 称 x = 
0 为 函数 f(x) 的 跳跃 间断 点 . 

上 面 举 了 一 些 间断 点 的 例子 . 通常 把 间断 点 分 成 两 类 :如 果 x 是 函数 作 x) 的 
间断 点 ,但 左 极限 f(x ) 及 右 极限 f(xi ) 都 存在 ,那么 хо RRC) ВО 98 — Ж 
间断 点 . 不 是 第 一 类 间断 点 的 任何 间断 点 , 称 为 第 二 类 间断 点 . 在 第 一 类 间断 点 
中 , 左 , 右 极限 相等 者 称 为 可 去 间断 点 ,不 相等 者 称 为 跳跃 间断 点 . 无 穷 间断 点 和 
振荡 间断 点 显然 是 第 二 类 间断 点 . 
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习 题 1-8 
1. 设 y=f/(x) 的 图 形 如 图 1-39 所 示 , 试 指出 /(x) 的 全 部 间断 点 ,并 对 可 去 间断 点 补充 或 
修改 函数 值 的 定义 ,使 它 成 为 连续 点 . 
2. 人 研究 下 列 函 数 的 连续 性 ,并 画 出 函数 的 图 形 : y 


2 
0<x1, 


(оло) 


х 
2-х, 1<х%2; 





х, -1<х<1, 
Co- 人 x<-1 或 x>1. 1 
з. СЕЎ БАЕ Н B AY S Пар, А Эсе Тар у=) 
于 哪 一 类 . 如 果 是 可 去 间断 点 ,那么 补充 或 改变 函数 的 
定义 使 它 连 续 : 






x -l В 1-39 

1) y= — s= l,z=2; 

(> x —3x+2 i ë 

(2) у= _2—,х=Кт,х= кта (k=0,+41,+42=-); 
tan х 2 





(3) PEA E E 
x 


x-1, x<1, 


(4 = x=1. 
) y a x>l, 





4. 讨论 函数 /(*)= lima 的 连续 性 , 若 有 间断 点 , 则 判别 其 类 型 


1+х 
5. 下 列 陈述 中 ,哪些 是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 ,说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 
一 个 反例 . 
(1) 如 果 函 数 f(x) 在 a 连续 ,那么 If(x)1 也 在 a 连续 ; 
(2) ШЖ (х) | 在 a 连续 ,那么 f 作 x) 也 在 a 连续. 
“6. 证 明 ; 若 函数 /(x) 在 点 %。 连 续 且 f(xo) 关 0, 则 存在 x 的 某 一 邻 域 U(xo), 当 xe U(x,) 


时 ,f(x) #0. 
“7. 3 
x, xeQ, 
=l; xeR\Q, 
证 明 : 


(1) Хх) tE x=0 连续 ; 
(2) f(x%) 在 非 零 的 x 处 都 不 连续 . 
`8. 试 举 出 具有 以 下 性 质 的 函数 f(x) 的 例子 : 


х=0, +1 „92,415 гал а Са) H BAS BSE, ELE ATASE 2697 BJ ХА. 
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第 九 节 ”连续 函数 的 运算 与 初等 函数 的 连续 性 


=s 连续 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 连续 性 


由 函数 在 某 点 连续 的 定义 和 极限 的 四 则 运算 法 则 ,立即 可 得 出 下 面 的 定理 ; 
定理 1 (х) Яп а(х) 在 点 % 连 续 , 则 它们 的 和 ( 差 )fzg. 积 /. z 及 商 
(H g(x) #0 时 ) 都 在 点 x, EE PE. 
sin с 


1 [ tan х= Ж Cot х= с sin х 和 cos х 都 在 区 间 (-% ,+o ) р 
cos x sin х 


连续 (第 八 节 ) , 故 由 定理 1 知 tanx 和 cotx 在 它们 的 定义 域内 是 连续 的 . 








二 、 反 浮 数 与 复合 函数 的 连续 性 


反 函 数 和 复合 函数 的 概念 已 经 在 第 一 节 中 讲 过 ,这 里 来 讨论 它们 的 连续 性 . 

定理 2 ”如果 函数 yY=/(x) 在 区 间 二 上 单调 增加 (或 单调 减少 ) 且 连续 ,那么 
它 的 反 函 数 *= 广 (y) 也 在 对 应 的 区 间 刀 = |yly=f(z),z e1, | 上 单调 增加 (或 音 
调 减少 ) 且 连续 . 

证 明 从 略 . 

#12 由 于 y=sins 在 闭 区 间 | -也 ,也 | 上 单调 增加 且 连 续 ,所 以 它 的 反 函 数 


y=arcsin x 在 闭 区 间 [ -1,1] 上 也 是 单调 增加 且 连 续 的 . 

同样 ,应 用 定理 2 可 证 :y=arccos х 在 闭 区 间 [ -1,1] 上 单调 减少 旦 连续 ， 
y=arctan x 在 区 间 (-% ‚+ ) 内 单调 增加 且 连 续 ,y=arccot x ФЕ < 8] ( – оо ,+% ) 
内 单调 减少 旦 连续 . 

总 之 , 反 三 角 函 数 arcsin x ,arccos x ,arctan x,arccot х 在 它们 的 定义 域内 都 是 

定理 3 设 函 数 y=[g(x*)] 由 函数 v=g(x*) 与 函数 y=/u) 复 合 而 成 ， 
Ú (xo) C Dj. 车 limg(xz)= uo, MAK ysu) E uzu E, 

limfl g(x) ] =limf(u)= f(u). (9-1) 

证 ”在 第 五 节 定 理 6 中 , 令 4=f(wuo) (这 时 Au) 在 点 ww 连续 ) ,并 取消 “存在 

66>0, 当 xeDU(xo,60) 时 ,有 g(x) 关 u” 这 条 件 , 便 得 上 面 的 定理 . 这 里 а(х) A uo 
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这 条 件 可 以 取消 的 理由 是 : Ye>0, 使 g(x%)= u, 成 立 的 那些 点 х, 显然 也 使 
а(х) ]—/(ш) l<e 成 立 . 因 此 附加 g(x) = u X 38 ЛИН PASE У. 

因为 在 定理 3 中 有 

limg(*)= uo, limf(u)=f(u), 
故 (9-1) 式 又 可 写成 
ау аж) 1271 hmg(=) 1. (9-2) 

(9-1) 式 表示 ,在 定理 3 的 条 件 下 ,如 果 作 代 换 w=g(x) 21 g(x) ] 就 化 
AR lim/(u) ,这 里 и, =limg(%). 

(9-2) 式 表示 ,在 定理 3 的 条 件 下 , 求 复合 函数 f[g(x) |] 的 极限 时 ,函数 符 
号 f 与 极限 号 lim 可 以 交换 次 序 . 

把 定理 3 中 的 хх, Ў x 一 % ,可 得 类 似 的 定理 . 


913: 求 lin ES, 
=N х —9 


解 у= айту и= АЕ SATU. 因为 lm 和 
х 一 9 1230 іш 








1 
= > А y 


= ЖЕ ma w= 二 连续 ;所 以 


š х-3 . x-3 1 6 
imi Ta “N imr = =, 
定理 4 і y=fle(x)] E HE $ и=2(х) SAR у=/(и) = ПА, 
U(xo) CD... HAH и= (х) Ж x=x 8, В (х) = и, П у= (и) ии, 
连续 , 则 复合 函数 y=f/[ g(x) 11 x=x1 E. 
证 只 要 在 定理 3 中 令 w=g(wo), 这 就 表示 g(x) 在 点 x 连续 ,于 是 由 
(9-1) 49 








limf[ g(x) 1 =/ (ио) = Л g(xo)], 
这 就 证 明了 复合 函数 [g(x) ] 在 点 连续. 
例 4 讨论 函数 y=sin 一 的 连续 性 
解 函数 y=sin 二 可 看 作 是 由 w= 二 及 y=sin u 复合 而 成 的 . 一 当 -om <x<0 
和 0<x<+o 时 是 连续 的 ,sin и `o <и<+ 时 是 连续 的 . 根据 定理 4, 函数 sin + 
在 无 限 区 间 ( -wm ,0) 和 (0,+% ) 内 是 连续 的 ， 
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三 、 初 等 函数 的 连续 性 


前 面 证 明了 三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 在 它们 的 定义 域内 是 连续 的 . 

我 们 指出 (但 不 详细 讨论 ) ,指数 函数 at (ae>0,a 关 1) 对 于 一 切实 数 * 都 有 
定义 , 且 在 区 间 (-o ,+% ) 内 是 单调 的 和 连续 的 , 它 的 值 域 为 (0,+% ). 

由 指数 函数 的 单调 性 和 连续 性 ,引用 定理 2 可 得 :对 数 函 数 log,x (a>0， 
a 天 1) 在 区 间 (0,+o ) 内 单调 且 连 续 . 

ЖЕРИ y =x" Не XLR BE u 的 值 而 异 , 但 无 论 w 为 何 值 , 在 区 间 (0,+om ) ЮЖ 
函数 总 是 有 定义 的 . 下 面 我 们 来 证 明 , 在 (0,+o ) 内 短 函 数 是 连续 的 . 事实 上 , 设 
x>0, 则 

yaa =a 
因此 , 寡 函 数 必 可 看 作 是 由 y=aw“ ,w=plog。x 复合 而 成 的 ,由 此 ,根据 定理 4, 它 在 
(0,+o ) 内 连续 . WRI F u 取 各 种 不 同 值 加 以 分 别 讨论 ,可 以 证 明 ( 证 明 从 略 ) 
寡 函 数 在 它 的 定义 域内 是 连续 的 . 

综合 起 来 得 到 :基本 初等 函数 在 它们 的 定义 域内 都 是 连续 的 . 

最 后 ,根据 第 一 节 中 关于 初等 函数 的 定义 ,由 基本 初等 函数 的 连续 性 以 及 本 
节 定 理 1 定理 4 可 得 下 列 重 要 结论 :一切 初等 函数 在 其 定义 区 间 内 都 是 连续 
的 . 所 谓 定义 区 间 ,就 是 包含 在 定义 域内 的 区 间 . 

根据 函数 f(x) 在 点 xz 连续 的 定义 ,如 果 已 知 .fx) 在 点 xo E £ , BÉ Z >K 
f(x) 当 wxo 的 极限 时 ,只 要 求 f(%) 在 点 x 的 函数 值 就 行 了 . 因此 ,上 述 关 于 初 
等 函数 连续 性 的 结论 提供 了 求 极限 的 一 个 方法 ,这 就 是 :如 果 f(x) 是 初等 函数 ， 
且 x 是 妃 x) 的 定义 区 间 内 的 点 ,那么 

ly(z)=7(xo) 


例如 ,点 x =0 Ж /(х)= V1-x 的 定义 区 间 [-1,1] 上 的 点 ,所 以 
limV1-x =VL=1; 又 如 点 x。= 廊 是 初等 函数 /(x)= In sin z 的 一 个 定义 区 间 (0， 
T) 内 的 点 ,所 以 


lim In sin x=ln sin > 9. 


т 
x—— 


2 


1 1+ 
例 5 Rlim EO, 


. log,(1+x) 
lim— 
0 x 


х) 


解 


= іт log,(1+x) тъ log,e = и 
x—0 


ln a 
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例 6 R limt L, 


х0 Xx 


解 S a*-1=t, Il] x=log,(1+t), 4 x—0 Hf 1—0, Р 








Jim = = lim [ 


= ln a. 
s x 1—0 Іор, ( 1 +t) < 


例 7 求 lim 


E 令 (1+x)"-1=t, 则 当 х—0 时 ,二 *0, 于 是 
. (1+x)*-1 „. [(1+x)“>-1 an(1+x) 
lim-—— Ilim š 
х0 x 3—0 | 1п(1+х)° x 


A р 
x 








-lim y Qn(l+x) _ 
0 In(1+t) х—*0 x Е 


Н 5.6, 7 可 得 下 列 三 个 常用 的 等 价 无 穷 小 关系 式 : 
In(1+x) ~x (хәб), 
e -1 ~x (x—0), 
Gaj" eny Гава 
例 8 Rlim(1+2x) mw 
# A» 





(142x) = (142x) mE E , 
利用 定理 3 及 极限 的 运算 法 则 , 便 有 


= ! 

3 lim бшу In(1+2x)2;] 
lim( 1424Yt =e" x Е 1 
х—*0 


一 般 地 ,对 于 形 如 zx(x*)"”(u(xz)>0,z(x) 关 1) 的 函数 (通常 称 为 宕 指 函 
数 ) ,如 果 лш 
lim u(x)= a>0, lim >(x)= b, 
那么 
(а) 


lim и(х)' = а”. 


注意 :这 里 三 个 lim 都 表示 在 同一 自 变量 变化 过 程 中 的 极限 . 
习 Ай 1-9 


w +3x x—3 


L. жа (z) = x? +x—6 


2. ЖЖ х) Уу а(х) ER х, ПЕН РА 
ф(х) = тах |/(х) ,2(х) і, ф(х) = тіп | /(х) ,g(x)| 


的 连续 区 间 , 并 求 极限 limf(x) , lim f(x) у(х). 
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在 点 xo tB 2. 
3. 求 下 列 极限 : 
(1) limVx -2x+5 ; (2) lim (sin 20)°; 
=} 
(3) lim In(2cos 2х); (4) Еа Es: I 
т = Ж 
6 
(5y Rm Эх-4 Vx (6) limsi x-sin Q 
zl x—1 ха х-а 
1 A+ 
1—7) -1 
(7) lim (Mx +x- Mx -x); (8) im 一 一 一 一 一 一 
Ne = xln(1+x) 
4. 求 下 列 极 限 : 
(1) limer; (2) lm ln Bin z, 
x— аі х 
= 1 т . 2 сох 
(3) (1+) ; (4) lim( 1+3tan х) ; 
(5) tol (6) lim 1180 х М 1+8іп х. 
== б+х сй x V1+sin x —x 
3x 2х x 
(тулш 7, (8) ha Ü Üs Ce e th. 
кэе x—e 50 /(1-x)(1+x)-1 


5. 设 /(%) 在 RR 上 连续 , 且 f(x) 关 0,p(x) 在 R 上 有 定义 , 且 有 间断 点 , 则 下 列 陈述 中 哪些 
是 对 的 ,哪些 是 错 的 ? 如 果 是 对 的 , 试 说 明理 由 ;如 果 是 错 的 , 试 给 出 一 个 反例 . 
(1) gL/(x)] 必 有 间断 点 ; (2) Lola) ] 必 有 间断 点 ; 


(3) /Le(z)] 未 必 有 间断 点 ; (4) ФС дарт. 


f(x) 
6. РЖ 
e", х<0, 
=Í 
a+x, х>0. 


应 当 怎 样 选择 数 a, 才 能 使 得 f/(*) 成 为 在 (-%m ,+% ) 内 的 连续 函数 . 


第 十 节 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


第 八 节 中 已 说 明了 函数 在 区 间 上 连续 的 概念 ,如 果 函 数 f(x) 在 开 区 间 (a， 
5) 内 连续 ,在 右 端 点 2 左 连续 ,在 左 端点 a 右 连续 ,那么 函数 fx) 就 是 在 闭 区 间 
[a,b] 上 连续 的 . 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 有 几 个 重要 的 性 质 , 今 以 定理 的 形式 叙 
述 它 们 . 
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一 、 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定理 


先 说 明 最 大 值 和 最 小 值 的 概念 . 对 于 在 区 间 1 上 有 定义 的 函数 A(x) ,如 果 有 

ху E71, 使 得 对 于 任 一 xe7T 都 有 
Fx) Sf) (f(x)=f(%0)), 
那么 称 f(<,) ERR f(x) EKE 1 E AKE ME). 

例如 ,函数 f(x)= 1+sin х ÆK HLO, 2r] 上 有 最 大 值 2 和 最 小 值 0. 又 例如 ， 
函数 f(x)= sgnx 在 区 间 (-o ,+% ) 内 有 最 大 值 1 和 最 小 值 -1. 在 开 区 间 (0,+ 
оо ) 内 ,sgn х 的 最 大 值 和 最 小 值 都 等 于 1 (注意 :最 大 值 和 最 小 值 可 以 相等 !1). 
但 函数 f(x)=x* 在 开 区 间 (a,b) 内 既 无 最 大 值 又 无 最 小 值 . 下 面 的 定理 给 出 函数 
有 界 且 最 大 值 和 最 小 值 存 在 的 充分 条 件 . 

定理 (有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定理 ) 在 闭 区 间 上 连续 的 函数 在 该 区 间 上 
有 界 且 一 定 能 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

这 就 是 说 ,如 果 函 数 了 (x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 
连续 ,那么 存在 常数 M>0 ,使 得 对 任 一 xe[a,b]， 
满足 If(x) 1< 和 Mi; 且 至 少 有 一 点 所 ,使 7 后 ) 是 
f(x) 在 [a,b] 上 的 最 大 值 ;又 至 少 有 一 点 i, 1 
f(&) 是 人 x) 在 [a,b] 上 的 最 小 值 ( 图 1-40). 

这 里 不 予 证 明 . 

注意 ”如果 函 数 在 开 区 间 内 连续 ,或 函数 在 闭 区 间 上 有 间断 点 ,那么 函数 
在 该 区 间 上 不 一 定 有 界 , 也 不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 . 例如 ,函数 y=tan x 在 


FE (7.7) 内 是 连续 的 ,但 它 在 开 区 间 ; 


2 
| 
(~ 六, 如] 内 是 无 界 的 , 且 既 无 最 大 值 又 无 最 小 值 ; ~ 
又 如 ,函数 ? 


—x+1, б<х<1, 
у=/(®)=/1, &= 1, д 
-х+3, 1<х<2 
ТЕБ [0,2] F # BJ х= 1, (х) fE 
闭 区 间 [0,2] 上 虽然 有 界 ,但 是 既 无 最 大 值 又 无 最 小 值 (图 1-41). 
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二 、 零 点 定理 与 介 值 定理 


如 果 wo 使 (x。)=0, 那 么 % 称 为 函数 (x) 的 零点 . 

定理 2( 零点 定理 ) ARAS) 在 闭 区 间 
[a,b] 上 连续 , 且 f(a) 与 /(5) 异 号 ( 即 /(a) ° f 
(0) <0) , 则 在 开 区 间 (a,6b) 内 至 少 有 一 点 ,使 

f(é)=0. 

这 里 不 予 证 明 . 

从 几何 上 看 ,定理 2 表示 :如 果 连 续 曲 线 弧 y 
=/( х) 的 两 个 端点 位 于 * 轴 的 不 同 侧 ,那么 这 段 
曲线 弧 与 * 轴 至 少 有 一 个 交点 (图 1-42). 1-0 

由 定理 2 立即 可 推 得 下 列 较 一 般 性 的 定理 . 

定理 3( 介 值 定理 ) ” 设 函 数 /(x) 在 闭 区 间 [4,b] 上 连续 , 且 在 这 区 间 的 
端点 取 不 同 的 函数 值 





fla)=4 及 f(b)=B, 
则 对 于 4 与 B 之 间 的 任意 一 个 数 C, 在 开 区 间 (a,b) 内 至 少 有 一 点 才 , 使 得 
f(£)=C (a<é<b). 
证 ф(х) = / (х) -С, ф(х) ЕИ 8] [а,65) КЕ, Н ф(а) = А-С 5 ф 
(b)= В-С 异 号 . ЖЕ Н, ОХ [Н] (а, Б) р — A E fs $ 
Ф(&)=0 (a<é<b). 
X ф(&)= ё) -С, ЊН Е BIS 
J(£)=C (а<ё<Ь). 
这 定理 的 几何 意义 是 :连续 曲线 弧 у=/(х) SKEER у= С 至 少 相 交 于 一 
点 (图 1-43). 
推论 ARKE a,b] 上 连续 的 函数 
f(x) 的 值 域 为 闭 区 间 [m,M], 其 中 mm 与 M 依 
次 为 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 小 值 与 最 大 值 . 
设 m=/(x,) ,M=f(x,) ‚їй m > M , fE H] X 
间 [x,,x2] (或 [x,,xi]) 上 应 用 介 值 定理 , 知 
f(x) 可 取 区 间 (m,M) 内 的 一 切 值 ,结合 f(x) 
=m,f(x,)= MM, 便 得 上 述 推 论 . 
例 1 证 明 方 程 x -4x*+1=0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 . 
证 Ж (х) = х -4x +1 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,又 
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0)= 1>0, /(1)=-2<0. 
根据 零点 定理 ,在 (0,1) 内 至 少 有 一 点 上 ,使 得 
/(ё)=0, 
即 
E -4E +1=0 (0<¢<1). 
这 等 式 说 明 方 程 x -4x*+1=0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 是 E. 


=. зан 


我 们 先 介绍 函数 的 一 致 连续 性 概念 . 
设 函 数 在 区 间 了 上 连续 ,zx 是 在 7 上 任意 取 定 的 一 个 点 . НР Лх) Е хо 
续 , 因 此 Ve>0, 6>0, 使 得 当 Ix-xo1<6 时 ,就 有 If(x) -f(xo)1<e. 通常 这 个 5 不 仅 
5 e 有 关 , 而 且 与 所 取 定 的 xx 有关, 即使 e 不 变 ,但 选取 区 间 1 上 的 其 他 点 作为 
wo 时 ,这 个 6 就 不 一 定 适用 了 . 可 是 对 于 某 些 函数 , 却 有 这 样 一 种 重要 情形 :存在 
只 与 a 有关, 而 对 区 间 了 上 任何 点 xo 都 能 适用 的 正 数 5, 即 对 任何 x。e Т, R 
1x-xo1<6 时 ,就 有 1f(x) 一 f(xo)1<s. АД Ж РА f(x) ТЕ Б [a] E AE š X Ж Të JÉ Ж 
生 , 就 说 函数 f(x) 在 区 间 1 上 是 一 致 连续 的 . 
定义 ” 设 函 数 /(x) 在 区 间 1 上 有 定义 . 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 =, 总 存在 
正 数 58, 使 得 对 于 区 间 上 的 任意 两 点 xx, H lx -x | <6 时 ,有 
If(x1) -f(x,) 1<e， 
那么 称 函 数 f(x) 在 区 间 1 上 一 致 连续 . 
一 致 连续 性 表示 ,不论 在 区 间 /的 任何 部 分 ,只 要 自 变 量 的 两 个 数值 接近 到 
一 定 程度 ,就 可 使 对 应 的 函数 值 达到 所 指定 的 接近 程度 . 
由 上 述 定义 可 知 ,如 果 函 数 f(x) 在 区 间 1 上 一 致 连续 ,那么 Ax) 在 区 间 1 上 
也 是 连续 的 . 但 反 过 来 不 一 定 成 立 , 举 例 说 明 如 下 : 


例 2 函数 /xz)= 二 在 区 间 (0,1] 上 是 连续 的 ,但 不 是 一 致 连续 的 ， 


因为 函数 (x)= 二 是 初等 函数 , 它 在 区 间 (0,1] 上 有 定义 ,所 以 在 (0,1] 上 
是 连续 的 . 
Ye>0 (0<е<1) ВЖ х) = 二 在 (0,1] 上 一 致 连续 ,应 该 了 8>0, 使 得 对 于 (0， 


1] 上 的 任意 两 个 值 x, ух, , 1х х, 1<5 时 ,就 有 If(%)-f(x,)1<e. 
现在 取 原 点 附近 的 两 点 
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ж-ж RASER 


其 中 为 正 整 数 ,这 样 的 x ,%, 显 然 在 (0,1] 上 . 因 
1 1 


n n+l 


_ 1l 
—n(n+1)' 


故 只 要 n US E К, ДАНЕ] 1А, х, | <6. 但 这 时 有 


Ма) 0а) 1 | ———ү— 


1 





| x, —x, | = 








= |п-(п+1)1=1>є, 








n n+l 
不 符合 一 致 连续 的 定义 ,所 以 /sx)= 二 在 (0,1] 上 不 是 一 致 连续 的 ， 


上 例 说 明 ,在 半 开 区 间 上 连续 的 函数 不 一 定 在 该 区 间 上 一 致 连续 . 但 是 ,有 
下 面 的 定理 : 

定理 4( 一 致 连续 性 定理 ) ”如 果 函 数 /(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,那么 它 
在 该 区 间 上 一 致 连续 . 

这 里 不 予 证 明 . 


习 题 1-10 


1. 假设 函数 /zx) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,并 且 对 [0,1] 上 任 一 点 zx 有 0<Ax) 大 1. 试 证 
明 [0,1] 中 必 存 在 一 点 c, 使 得 f(c)=c (c 称 为 函数 f(x) 的 不 动 点 ). 

2. 证 明 方程 x -3x=1 至 少 有 一 个 根 介 于 1 和 2 之 间 . 

3. 证 明 方程 x=asin x+b, 其 中 a>0,b>0, 至 少 有 一 个 正 根 ,并 且 它 不 超过 a+b: 

4. 证 明 任 一 最 高 次 宕 的 指数 为 奇数 的 代数 方程 

ax" +a x + +a, x+a,,,=0 

至 少 有 一 实 根 ,其 中 oo ,a ,… a, АЖ, n e N. 

5. # fx) [а,Ь] EH a<r, <a, <<a, < (na=3), 则 在 (zz,) 内 至 少 有 一 点 所 ,使 
ГҮ. еа ш л 

`6. RRAS ХЕБ a,b] ЕШ fE А y EA 1/(«)-/(у)!&11х-у!, ЖН L 
HERM, А Ла) 56) <0. ЕН : p fi — A£ e (а,Ь) ,使 得 /(&)=0. 

`7. WEH: Ea) Elo ,+% ) HESE , H limf( x) £f fE , B| f(x) Е (о „жоо ) 内 有 界 . 


`8. 在 什么 条 件 下 ,(a,b) 内 的 连续 函数 所 zx) 为 一 致 连续 ? 


总 习题 一 


1. 在 “充分 “必要 "和 "充分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 填 人 下 列 空格 内 : 
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(1) а 有 界 是 数列 | <, | 收敛 的 条 件 , 数 列 |x, | 收敛 是 数列 |x,| 有 界 的 











条 件 ; 
(2) Kx) 在 am 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 是 lim/(x) 存在 的 条 件 , lim/(*) 存 在 是 
f(x) 在 x 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 的 条 件 ; 
(3) fx) 在 % 的 某 一 去 心 邻 域 内 无 界 是 lim/(x)= о 的 条 件 , limf(x)= © 是 
ж «зщ; 
A(x) 在 x 的 某 一 去 心 邻 域内 无 界 的 条 件 ; 
(4) /(x) 34 xxo 时 的 右 极限 /(xo) 及 左 极限 /(xo) 都 存在 且 相 等 是 lim/(x) 存 在 的 
条 件 . 
2. 已 知 函数 
Ka) ж x) 0<!х1<———, 
а х=0 
在 x=0 连续 , 则 a= 


3. 以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 

(1) ÉZ /(z)= 2'+3*-2,MM 34 х—0 时 ,有 ( ). 

(А) f(x) j x EFEMER /|s (B) /(x) 与 x 同 阶 但 非 等 价 无 穷 小 
(С) A(x) 是 比 x 高 阶 的 无 穷 小 (D) f(x) 是 比 x 低 阶 的 无 穷 小 





(2) 设 
Ka, 
ez +1 
W х=0 Æ fx) H ). 
(A) 可 去 间断 点 (B) 跳跃 间断 点 
(C) 第 二 类 间断 点 (D) 连续 点 
4. 设 f(x) 的 定义 域 是 [0,1], 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 
(1) fe); (2) f(ln x); 
(3) f(arctan x); (4) f(cos x). 
5. Ж 
0, х<0, 0, x<0, 
= {| ы. eof a ч 


ЖЛ/(х)],д[д(х)]./1д(х) 1,8170) 1. 
6. 利用 y=sin x 的 图 形 作 出 下 列 函 数 的 图 形 : 


(1) y=lsin xl; (2) y=sin 1х1; (3) y=2sin гу 


7. 把 半径 为 RR 的 一 贺 形 铁皮 , 自 圆 心 处 剪 去 圆心 角 为 a 的 一 扇形 后 围 成 一 无 底 圆 锥 . 试 
建立 这 圆锥 的 体积 V 与 角 a 间 的 函数 关系 . 


“8 根据 函数 极限 的 定义 证 明 limz-z6 = 5 


x- 
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9. SR FIRR: 
2 
(1) lii (2) lim x( /x +1-z); 
. /2x+3 . tan x—sin x 
(3) (зт) (4) pinana, 
(5) ПЕ (а>0,Ь>0,с>0); (6) Ба (віп х)"""; 
+ 
(T) 22-09 (шуу, (gy pa sa 
x—a х-а —0 =x 1] 
10. 设 
xsin — х>0 
f(x)= x? ' 
а+х? x<0, 
Hf fa) {Е(-© ,+o ) 内 连续 ,应 当 怎 样 选择 数 a? 
11. 设 
f(x)= lim Le, 
пә | +x° 
SR f(x) 的 间断 点 ,并 说 明 间 断 点 所 属 类 型 . 
12. 证 明 





lim( logh page | >- 
13. 证 明 方程 sin х+х+1 =0 在 开 区 间 ( -于 ,也 内 至 少 有 一 个 根 
14. 如果 存 在 直线 L:y=kx+b ,使 得 当 хоо (或 x 一 +% ,x 一 -%m ) 时 ,曲线 y=f/(x) 上 的 动 
点 M(x,y) 到 直线 工 的 距离 4d(M,L) 一 0, 那 么 称 工 为 曲线 y=/(x) 的 渐 近 线 . 当 直 线 工 的 斜率 天 
=0 时 , 称 了 为 斜 渐 近 线 . 
(1) 证 明 : 直 线 L:y=ksx+b 为 曲线 y=f/(x) 的 渐 近 线 的 充分 必要 条 件 是 
Re ji Хә), b= Ëm [feke]; 


(2) 求 曲线 y=(2x-1)e* 的 斜 浙 近 线 . 
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微分 学 是 微 积分 的 重要 组 成 部 分 , 它 的 基本 概念 是 导数 与 微分 . 
本 章 中 ,我 们 主要 讨论 导数 和 微分 的 概念 以 及 它们 的 计算 方法 . 至 于 导数 的 
应 用 ,将 在 第 三 章 讨论 . 


第 一 节 导数 概念 


y 5| 


为 了 说 明 微 分 学 的 基本 概念 一 一 导数 ,我 们 先 讨论 两 个 问题 :速度 问题 和 切 
线 问题 . 这 两 个 问题 在 历史 上 都 与 导数 概念 的 形成 有 密切 的 关系 . 
1 直线 运动 的 速度 
设 某 质点 沿 直线 运动 . 在 直线 上 规定 了 原点 .正方 向 和 单位 长 度 ,使 直线 成 
为 数 轴 . 此 外 ,再 取 定 一 个 时 刻 作为 测量 时 间 的 零点 . 设 质 点 于 时 刻 + 在 直线 上 
的 位 置 的 坐标 为 (简称 位 置 ;). 这 样 ,该 质点 的 运动 完全 由 某 个 函数 
s=/(1) 
所 确定 . 此 函数 对 运动 过 程 中 所 出 现 的 + 值 有 定义 , 称 为 位 置 函 数 . 在 最 简单 的 
情形 ,该 质点 所 经 过 的 路 程 与 所 花 的 时 间 成 正比 . 就 是 说 ,无 论 取 哪 一 段 时 间 间 
隔 ,比值 
经 过 的 路 程 
所 花 的 时 间 
总 是 相同 的 . 这 个 比值 就 称 为 该 质点 的 速度 ,并 说 该 质点 做 匀速 运动 . 如 果 运 动 
不 是 匀速 的 ,那么 在 运动 的 不 同时 间 间 隔 内 ,比值 (1-1) 会 有 不 同 的 值 . 这 样 , 把 
比值 (1-1) 笼统 地 称 为 该 质点 的 速度 就 不 合适 了 ,而 需要 按 不 同时 刻 来 考虑 . 那 
么 ,这 种 非 匀速 运动 的 质点 在 某 一 时 刻 ( 设 为 wm) 的 速度 应 如 何 理解 而 又 如 何 求 
得 呢 ? 
首先 取 从 时 刻 am 到 上 这 样 一 个 时 间 间隔 ,在 这 有 段 时 间 内 ,质点 从 位 置 s = 
УС) 88 з= уо). 这 时 由 (1-1) 式 算得 的 比值 
s-s SO) f(t) 


1—1, 1—1, 


(1-1) 


(1-2) 


< Z3 % 
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可 认为 是 质点 在 上 述 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 . 如 果 时 间 间 隔 选 得 较 短 ,这 个 比值 
(1-2) 在 实践 中 也 可 用 来 说 明 质 点 在 时 刻 如 的 速度 . 但 对 于 质点 在 时 刻 的 速度 
的 精确 概念 来 说 ,这 样 做 是 不 够 的 ,而 更 确切 地 应 当 这 样 : 令 一 bm, 取 (1-2) 式 的 
极限 ,如 果 这 个 极限 存在 , 设 为 v», 即 





. FD -f(to) 
.=lim—,v — 
кщ) 1—10 
ЗИ ВЗЕХ УВЕ ВИА v ОБ US ЖЕТЕ, (ЕН) 速度 


2. 切线 问题 

圆 的 切线 可 定义 为 “与 曲线 只 有 一 个 交点 的 直线 ”. 但 是 对 于 其 他 曲线 ,用 
“与 曲线 只 有 一 个 交点 的 直线 ”作为 切线 的 定义 就 不 一 定 合适 . 例如 ,对 于 抛物 
线 y=x ,在 原点 О 处 两 个 坐标 轴 都 符合 上 述 定义 ,但 实际 上 只 有 * 轴 是 该 抛物 
线 在 点 О 处 的 切线 . 下 面 给 出 切线 的 定义 . 

设 有 曲线 C 及 C 上 的 一 点 M (图 2-1) ,在 点 M 外 另 取 C 上 一 点 N, 作 割 线 
MN. 当 点 N 沿 曲线 САТА МЕ, Ж МУ #5 M 旋转 而 趋 于 极限 位 置 
МТ, MT 就 称 为 曲线 C 在 点 M 处 的 切线 : 这 里 极限 位 置 的 含义 是 ;只 要 弦 长 
1MNI 趋 于 零 ,L NMT 也 趋 于 零 . 

现在 就 曲线 C 为 函数 y=f(x) 的 图 形 的 情形 来 讨论 切线 问题 . 设 М(х,у.) 
是 曲线 C 上 的 一 个 点 (图 2-2) , 则 y。=f(xo). 根据 上 述 定义 要 定 出 曲线 C 在 点 
处 的 切线 ,只 要 定 出 切线 的 斜率 就 行 了 . 为 此 ,在 点 M ИЖ C 上 的 一 点 
N(x,y) ,于 是 割 线 MN 的 斜率 为 





YY S) f(x) 


tan 
Ф —%o х—®%,, 





图 2-1 
其 中 p 为 割 线 MN 的 倾角 . 当 点 N 沿 曲线 САТА М В, холхо. 如 果 当 x 一 %。 
时 ,上 式 的 极限 存在 , 设 为 上 , 即 


„ЧЮ ч) 


ж—+ацу %—% 


Py s 
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存在 ,那么 此 极限 是 割 线 斜率 的 极限 ,也 就 是 切线 的 斜率 . 这 里 有 =tan a, 其 中 
а 是 切线 MT 的 倾角 . 于 是 ,通过 点 M(xo ,f(xo)) 且 以 为 斜率 的 直线 MT 便 是 
曲线 C 在 点 М 处 的 切线 . 事实 上 ,由 人 NMT=g-a 以 及 x 一 wo 时 gpg 一 Qa, 可 见 x 一 x。 
时 (这 时 IMN1 一 0) ,NMT 一 0. 因此 直线 MT 确 为 曲线 C 在 点 М 处 的 切线 . 


二 、 导 数 的 定义 


1. 函数 在 一 点 处 的 导数 与 导 函 数 
从 上 面 所 讨论 的 两 个 问题 看 出 , 非 匀速 直线 运动 的 速度 和 切线 的 斜率 都 归 
结 为 如 下 的 极限 : 
йш 27 70), (1-3) 
这 里 x-x。6 和 f(x) f(x) 分别 是 函数 y=f(x) 的 自 变 量 的 增 量 Ax 和 函数 的 增 量 
Ay: 
Ax =x—xo， 
Ay=f(x) -f(xo)=f( xo+Ax) -fl xo). 
因 x 一 x6o 相 当 于 Ax 一 0, 故 (1-3) 式 也 可 写成 
лу р f(xotAx) -f(xo) 
Бада Ж БИр has -. 
在 自然 科学 和 工程 技术 领域 内 ,还 有 许多 概念 ,例如 电流 强度 、 角 速度 、 线 密度 
等 ,都 可 归结 为 形 如 (1-3) 式 的 数学 形式 . 我 们 撤 开 这 些 量 的 具体 意义 , 抓 住 它 
们 在 数量 关系 上 的 共性 ,就 得 出 函数 的 导数 概念 ， 
定义 RAR ya EA xo 的 某 个 邻 域 内 有 定义 , 当 自 变量 x 在 xo 处 取得 
ШЕ Ax (点 x。+ Ax 仍 在 该 邻 域内 ) 时 ,相应 地 , 因 变 量 取得 增 量 Ay = 
f(xotAx) -f(xo) ;如 果 Ay 与 Ax 之 比 当 Ax 一 0 时 的 极限 存在 ,那么 称 函 数 y= 
f(x) 在 点 zxo 处 可 导 , 并 称 这 个 极限 为 函数 y=/(x) 在 点 xo 处 的 导数 , 记 为 
f'(x), B 
Уво) = lim Aya lim tO 70 о) ы, 
š F dy аќ х) 
也 可 记 作 7 l... gy qe. |; 
函数 x) 在 点 x 处 可 导 有 时 也 说 成 所 xz) 在 点 xo 具 有 导数 或 导数 存在 . 
导数 的 定义 式 (1-4) 也 可 取 不 同 的 形式 ,常见 的 有 


уз) аў he 


(1-4) 


ау 或 


х=10 








(1-5) 


. 75 . 


FOE ”导数 与 微分 





和 
piyi et A), Hie 
(1-_5) 式 中 的 大 即 自 变量 的 增 量 As 
在 实际 中 ,需要 讨论 各 种 具有 不 同意 义 的 变量 的 变化 “快慢 "问题 ,在 数学 
上 就 是 所 谓 函 数 的 变化 率 问题 . 导数 概念 就 是 函数 变化 率 这 一 概念 的 精确 描述 . 
它 撤 开 了 自 变量 和 因 变 量 所 代表 的 几何 或 物理 等 方面 的 特殊 意义 ,纯粹 从 数量 


方面 来 刻画 变化 率 的 本 质 : 因 变 量 增 量 与 自 变量 增 量 之 比 全 是 8 因 变量 y 在 以 xo 


和 xo+Ax 为 端点 的 区 间 上 的 平均 变化 率 ,而 导数 . 广 (xo) 则 是 因 变 量 y 在 点 xo #Ë 
的 变化 率 , 它 反映 了 因 变 量 随 自 变量 的 变化 而 变化 的 快慢 程度 . 
如 果 极 限 (1-4) 不 存在 ,就 说 函数 y=f(x) 在 点 xo Rb AS n] SF. 如 果 不 可 导 的 


原因 是 由 于 Ax 一 0 时 ， юа > ,为 了 方便 起 见 , 也 往往 说 函数 y=f(x) 在 点 


xo 处 的 导数 为 无 穷 大 . 

上 面 讲 的 是 函数 在 一 点 处 可 导 . 如 果 函 数 y=f(x) 在 开 区 间 7 内 的 每 点 处 都 
可 导 ,那么 就 称 函 数 f(x) 在 开 区 间 7 内 可 导 . 这 时 ,对 于 任 一 x e171, 都 对 应 着 
f(x) 的 一 个 确定 的 导数 值 . 这 样 就 构成 了 一 个 新 的 函数 ,这 个 函数 叫做 原来 函数 


yso WERA yS a) 589), 


在 (1-4) 式 或 (1-5) 式 中 把 xo 换 成 x, 即 得 导 函 数 的 定义 式 


=k аА) fla) 
0 Ах 


#'(х)= i Кз, 


注意 ”在 以 上 两 式 中 ,虽然 x 可 以 取 区 间 了 内 的 任何 数值 ,但 在 极限 过 程 
中 ,x 是 常量 ,Ax 或 h 是 变量 . 

显然 ,函数 fx) 在 点 xo 处 的 导数 . 广 (xo) 就 是 导 函 数 广 (xz) 在 点 x=xo 处 的 函 
数值 , 即 

/'(%)=/'(®) 1. 

FARS '(х) ЖКК, ИП / (х) ЖЕ f(x) E zo hb КА У (х) fE xo 
处 的 值 . 

2. 求 导数 举例 

下 面 根据 导数 定义 求 一 些 简 单 函 数 的 导数 . 
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例 1 Ж (х) = C(C 为 常数 ) 的 导数 . 
解 FE EDA -limC-C-0， 


Вр 
(С) '=0. 
这 就 是 说 ,常数 的 导数 等 于 零 . 
例 2 ЖЕ (х) = х" (пем, ) К. 


解 пет уа) = СМ im 1， 
`á п>1 Hf, 

y _ p fxth) -f(x) _,. (x+h)"-x" 

f (а) = lin E A) =lim-——nv snn 


h—0 h 


=lim паг tS er ht th | =nx"'. 
h—0 
Вр 
1, п=1, 
сэ] 


п-1 


nx" , nbl. 
例 3 ЖЖ РА /(х)=х^ (u e R) Й. 
Ro RAKHE Жи A, AFi x ТЕРИ x“ ЈЕ A H. 
x=0, , 则 





f(xt+h) f(x) _(zw+h)“—x%“*_ „л [ 
h ü h E h 
利用 第 一 章 第 九 节 例 7 的 结果 , 便 得 
FO) lin =u, 
即 
(х) ша". 
но ДО. 
IRR э, HT LAJT BEHR ЖЕЕ ЖОЙ ЕЕ Ж, Г: 
a= it, y= =/с (x>0) 的 导数 为 


© 对 x=0 时 ,车 >1, 则 用 导数 定义 直接 计算 得 (0)=0, 而 此 时 公式 右 端 当 x=0 时 也 为 零 , 故 公 
式 对 一 切 x 适 用 ;著录 =1, 则 对 一 切 * 有 /'(x)=1, 而 此 时 公式 右 端 当 x#0 时 也 为 1, 当 x=0 时 ,其 值 特别 
约定 为 1, 这 样 ,公式 对 一 切 x 也 适用 . 
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(х?) = ==, 
Вр 
1 
УЕ Е ss 
(Vx NA 
щ а= -1 у=" =-—(х50) A 
(w ')'=(-1)x'!l=-x2, 
即 
ү” 1 
[= = 
例 4 求 函 数 /(x)= sin x 的 导数 . 
解 Ук) = i СР С цвіте) sin z 
limt зоо) sin + 
zoh 
sin 7 
=limeos( z+ J n =cos x, 
2 
即 


(sin x)'=cos x. 
这 就 是 说 ,正弦 函数 的 导数 是 余弦 函数 . 
用 类 似 的 方法 ,可 求 得 
(cos x)'=-—sin x, 
就 是 说 ,余弦 函数 的 导数 是 负 的 正弦 函数 . 
例 5 ЖЖ /(х)=а' (a>0,az1) 的 导数 . 
解 Р) lim OA „а г" =a limt 
利用 第 一 章 第 九 节 例 6 的 结果 得 
/'(х)=а*'1п а, 








即 
(a')'=a`ln a. 
这 就 是 指数 函数 的 导数 公式 . 特殊 地 , 当 a=e 时 , 因 In e=1 ‚ЖЯ 
(е*)'=е*. 


上 式 表明 ,以 e 为 底 的 指数 函数 的 导数 就 是 它 自 己 ,这 是 以 e 28 JS BJ Ta РА 
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数 的 一 个 重要 特性 . 
例 6 ЖРА (х) = 1ор,х (a>0,a #1) WER. 
н у) h A lim ай) ова 


һ—+0 


крл n кси 





/'(х)= 


ыр 


Bp 


(log,x) "= 一 一 一 . 
xln a 
这 就 是 对 数 函 数 的 导数 公式 . 特殊 地 , 当 a=e 时 ,由 上 式 得 自然 对 数 函 数 的 
导数 公式 
(n х)'=-—. 


例 7 ЖЖ /(х)= Ixl 在 x=0 处 的 导数 . 
Him A0) = р Hizo =lim Ihi, 
lint h—0 0 R 
`4 h<0 时 ,=- 1 агт 


h—0 





4 h>0 时 ， Msi , 故 lim u, 


“uwa ae 


з. 单 侧 导 数 
根据 函数 f(x) 在 点 xo 处 的 导数 1'(xo) 的 定义 ,导数 
у' (а= ш к о) 


是 _ 个 梳 限 ,而 极限 存在 的 充分 基 要 条 件 是 翅 、 右 极限 宕 存在 且 相 等 因此 


f хь) EEB f(x) 在 点 x 处 可 导 的 充分 必要 条 件 是 左 ` 右 极限 
. f(x  +h)-f( xo) . f(x +h) —f( ж) 
ш K Пшр 


k—0- k—0+ 
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都 存在 且 相 等 . 这 两 个 极限 分 别称 为 函数 了 (x) 在 点 处 的 左 导 数 和 右 导 数 , 记 
SF Cx) AFC), B 
J(x +h) —f( xo ) 


f (s у= lm ee, 


Роде fah -/\ ж) 


{ЕН Dl Uš, А f(x) ТЕ sà eE OET E 
(xzo) 都 存在 且 相 等 . 

ЮЖ /(х)= Ixl 在 x=0 处 的 左 导数 1'(0)= -1 及 右 导数 (0)= 1 虽然 都 
存在 ,但 不 相等 , 故 f(x)= Ixl 在 x=0 处 不 可 导 . 

左 导数 和 右 导 数 统称 为 单 侧 导 数 . 

如 果 函 数 f(x) 在 开 区 间 (a,65) 内 可 导 , 且 f/f'(a) 及 f'(4b) 都 存在 ,那么 就 说 
f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 可 导 . 


三 、 导 数 的 几何 意义 


由 第 一 目 中 切线 问题 的 讨论 以 及 第 二 目 中 导数 的 定义 可 知 :函数 y=f(x) 在 
点 “处 的 导数 (xo) 在 几何 上 表示 曲线 y=f(x) 在 点 M (xo ,f(xo)) 处 的 切线 的 
RPR, BI 
/'(%)=1їап a, 
其 中 a 是 切线 的 倾角 (图 2-3). 
如 果 y=f(x) 在 点 x 处 的 导数 为 无 穷 大 ,那么 
这 时 曲线 y = f(x) 的 割 线 以 垂直 于 x 轴 的 直线 x= 
wo 为 极限 位 置 , 即 曲 线 y=f(x) 在 点 M (xo, 
f(x.) ) 处 具有 垂直 于 х 轴 的 切线 Y=xo (参看 后 面 
例 10). 
根据 导数 的 几何 意义 并 应 用 直线 的 点 斜 式 方 
程 ,可 知 曲线 y=f/(x) 在 点 导 (%o ,yo) 处 的 切线 方程 为 
y-yo=f (x) (2-20). 
过 切 点 ed ee y=f(x) 在 点 M 处 的 法 线 . 


如 果 /'(xo) 半 0, 法 线 的 斜率 为 - i y "从 而 法 线 方程 为 





(х-х„). 


na- 
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例 8 求 等 边 双 曲线 y= 二 在 点 (了 ,2] 处 的 切线 的 斜率 ,并 写 出 在 该 点 处 的 





切线 方程 和 法 线 方 程 . 
解 ”根据 导数 的 几何 意义 知道 ,所 求 切线 的 斜率 为 
k, =y'l,-. 
нт) = Pe 
kz тоз 
从 而 所 求 切线 方程 为 
y-2=-4[ <->) ; 
即 
4х+у-4 = 0 
кы ms 
2 k, 到 4’ 
于 是 所 求法 线 方程 为 
1 1 
722 
即 
2x-8y+15=0. 


例 9 求 曲线 y= 夺 的 通过 点 (0,-4) 的 切线 方程 . 
f ” 设 切 点 为 (zu,y) , 则 切线 的 斜率 为 
Pasg) =/=. 
于 是 所 求 切线 方程 可 设 为 
y 一 Yo = (а-а). 


Е (х,у) Е y= E , 故 有 


3 
yo =xo2, 


由 已 知 切线 (1-7) 通 过 点 (0,-4) , 故 有 
-4-у = 24/5 (0-19). 


(1—7) 


(1-8) 


(1-9) 


求 得 方程 (1-8) 及 (1-9) 组 成 的 方程 组 的 解 为 x。=4,yo=8, 代 入 (1-7) 式 并 
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化 简 , 即 得 所 求 切线 方程 为 
3x-y-4=0. 


四 、 函 数 可 导 性 与 连续 性 的 关系 


BRR ysfa) EA х 处 可 导 , 即 


limAY=f'(x) 


Ах—0 Дх 


存在 . 由 具有 极限 的 函数 与 无 穷 小 的 关系 知道 ， 


其 中 a 为 当 Ax—0 时 的 无 穷 小 . 上 式 两 边 同 乘 Ax, 得 
Ay=f'(x)Ax+a Ax. 
由 此 可 见 , 当 Ах—0 时 ,Ay 一 0. 这 就 是 说 ,函数 y=f(x) 在 点 x 处 是 连续 的 . 所 以 ， 
如 果 函 数 y=f(*) 在 点 x 处 可 导 , 那 么 函数 在 该 点 必 连 续 . 
另 一 方面 ,一 个 函数 在 某 点 连续 却 不 一 定 在 该 点 可 导 . 举例 说 明 如 下 : 
#110 函数 y=Ax)= 池 在 区 间 (-o ,+o ) 内 连续 ,但 在 点 x=0 处 不 可 导 . 
这 是 因为 在 点 x=0 处 有 


fCO+h)-f(0) Yh-0_ 1 
h h 





ami i СОЗА 700) imirt , 即 导数 为 无 穷 大 (注意 ,导数 不 存在 ). 这 事 


实在 图 形 中 表现 为 曲线 y=Vx 在 原点 O 具有 垂直 于 x 轴 的 切线 x=0 (图 2-4). 
例 11 函数 y=Vx ( 即 y=1x1) 在 (-% ,+% ) 内 连续 ,但 在 例 7 中 已 经 看 
到 ,这 函数 在 x*=0 处 不 可 导 . 曲线 y= Vx 在 原点 О 没有 切线 (图 2-5). 
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由 以 上 讨论 可 知 , 函 数 在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 ,但 不 是 充 
分 条 件 . 


习 Юй 2-1 


1. 设 物体 绕 定 轴 旋 转 , 在 时 间 间 隔 [0,1] 上 转 过 角度 9, 从 而 转角 9 是 1 的 函数 :9= 
OCE). 如 果 旋 转 是 匀速 的 ,那么 称 w= 二 为 该 物体 旋转 的 角速度 . 如 果 旋 转 是 非 匀速 的 ,应 怎 


样 确定 该 物体 在 时 刻 ,的 角速度 ? 
2. 当 物体 的 温度 高 于 周围 介质 的 温度 时 ,物体 就 不 断 冷却 . 若 物 体 的 温度 T 与 时 间 : 的 
函数 关系 为 T=7T(1) ,应 怎样 确定 该 物体 在 时 刻 1 的 冷却 速度 ? 
3. 设 某 工厂 生产 x 件 产品 的 成 本 为 
C(x)= 2000+100x-0.1z2( л), 
这 函数 C(x) 称 为 成 本 函数 ,成 本 函数 C(x) 的 导数 C'(x) 在 经 济 学 中 称 为 边际 成 本 . 试 求 
(1) 当 生 产 100 件 产品 时 的 边际 成 本 ; 
(2) 生产 第 101 件 产 品 的 成 本 ,并 与 (1) 中 求 得 的 边际 成 本 作 比 较 , 说 明 边际 成 本 的 实际 
ЖХ. 
4. Хх) = 10x Е ХОК f'(-1). 
5. ПЕНЯ (cos х) '= зіп х. 
6. 下 列 各 题 中 均 假 定 /'(xo) 存 在 ,按照 导数 定义 观察 下 列 极限 ,指出 4 表示 什么 : 
J( x. - Ax) —f( x, ) 


C li 


(2) nE A 500) =0, B /'(0){ЯЕ: 


f(xo+h) -fl xo —h) 
k C ss 


i- 
以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 
7. 设 


则 所 xz) 在 x=1 处 的 ) 

(A) 左右 导数 都 存在 (B) 左 导 数 存在 , 右 导 数 不 存 在 

(C) 左 导数 不 存在 , 右 导 数 存在 (D) 左右 导数 都 不 存在 

8. 设 /(x) 可 导 ,F(x) = f(x)(1 +l sinx1), 则 f(0) = 0 Ж F(x) {Ех =0 处 可 导 的 
( ). 

(A) 充分 必要 条 件 (B) 充分 条 件 但 非 必要 条 件 

(C) 必要 条 件 但 非 充分 条 件 (D) 既 非 充分 条 件 又 非 必要 条 件 
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9. 求 下列 函 数 的 导数 :; 





(1) y=x'; (2) у= (3) у=ж"%; 
(4) тч, (5) у= (б) уа, 
x 
2 3/— 
(7) ya 
Мб 


10. а ЯЖ ДЖ s= m, 求 这 物体 在 1=2 s 时 的 速度 . 
11. 如 果 /(x) 为 偶 函 数 , 且 /'(0) 存 在 ,证 明 /'(0)=0. 
12. 求 曲线 y=sin х 在 具有 下 列 横 坐 标的 各 点 处 切线 的 斜率 : 


гор 
= 3 т, = тп. 


13. 求 曲线 y=eos z EA (Fy) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 


14. ЖЮН y=e 在 点 (0,1) 处 的 切线 方程 . 

15. 在 抛物 线 y=x* 上 取 横 坐标 为 x,=1 K x,=3 的 两 点 , 作 过 这 两 点 的 割 线 . 问 该 抛物 线 
上 哪 一 点 的 切线 平行 于 这 条 基线? 

16. 讨论 下 列 函 数 在 x=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 : 

(1) у= 1sin xl; 


Piit, X 天 0， 
(2) у= Ы 

0, х= 0. 
17. РАЖ 


2 
х, xsl, 


=Í 
ax+b, x>l. 
为 了 使 函数 /(x) 在 =1 处 连续 且 可 导 ,a.4 应 取 什 么 值 ? 
58. зеб, 
18. вяло {> жо) дут (0) ,又 /'(0) 是 否 存 在 ? 
x x>0, 


, 


sinx, x<0, 
19. Bx u= б Ж/'(х). 
х, х20, 


20. 证 明 : 双 曲线 xy=a* 上 任 一 点 处 的 切线 与 两 坐标 轴 构 成 的 三 角形 的 面积 都 等 于 2а. 


第 二 节 ”函数 的 求 导 法 则 


在 本 节 中 ,将 介绍 求 导数 的 几 个 基本 法 则 以 及 前 一 节 中 未 讨论 过 的 几 个 基 
本 初等 函数 的 导数 公式 . 借助 于 这 些 法 则 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 ,就 能 比较 
方便 地 求 出 常见 的 初等 函数 的 导数 . 
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=s HAKA Z R ‚Ну Ж ЕЕЕ 


定理 1 WRAK и-и(х) А ›=›(х)# {Енд х 具有 导数 ,那么 它们 的 和 、 
差 、 积 \ 商 ( 除 分 母 为 零 的 点 外 ) 都 在 点 x 具有 导数 , 且 

(1) [и(х)жь(х)]'=и'(х)+ь'(х); 

(2) [u(x)u(x)]' =u'(x)u(x)+u(x)u' (x); 

(3) Eal = (x)v(x) -u(x Š 


TG) Хо (x) (v(x) #0). 
Ж (1) [и(х) +0(х) ]' 
— [и(х) +0(х) ] 








Ах 
= Те -и(х) + limt tA v(x) 
Ax 一 0 Ax Ах—+0 Ах 
=u'(x)+v' (x). 


于 是 法 则 (1) 获 得 证 明 . 法 则 (1) 可 简单 地 表示 为 
(и+ъ›)'=и'+ь'. 
(2) [и(х)ь»(х) ]' 


lim 2045) vlt) u(x)v(x) 
Т мо Ах 





= lim [HtA ula) “v(xtAx) +и(ж) + 


Ах 
паа) 


v(x+Ax) ө) 


* limv(x+Ax)+u(x) ° нт ”®*+А®)-—(ж). 
Ах—0 Ax 一 0 Ax 


=u ы ы (х). 
其 中 limz(x+Ax)=2x) 是 由 于 (xz) 存 在 , 故 "(x) 在 点 < 连续 . 于 是 法 则 (2) 获 
得 证 明 . 法 则 (2) 可 简单 地 表示 为 
(uw) '=u'u+uu'. 
ufar) u(x) 
(3) [z] = Ба 2+4) v(x) 


Ax—0 Ax 











lim u(x+Ax)oeo(x)—-u(x)u(x+AÁAx) 








Ах—0 ›(х+Ах)ъ(х)Ах 
= lim [u(x=+Ax)-u(x)]o(xz)—-u(x)[ə(x+Ax)—(x)] 
lim v(x+Ax)v(x)Ax 
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шана) Wm) ау (у 206400 008) 





= lim Ах Ах 
Ах—0 v(x+Ax)v(x) 
u (x)v(x)-u(x)v' (x) 
v (x) | 


于 是 法 则 (3 ) 获 得 证 明 . 法 则 (3) 可 简单 地 表示 为 


иү' uv-uv’ 
= 一 -一 一 . 


v 
定理 1 PRAC). (2) [ЕГ RA ER 4 nf р НАЈК. 例如 , 设 
=u(x) w=v(x) .w=w(x) 均 可 导 , 则 有 
(u+v-w )'=u'+4v'-w', 


(uvw)'=[(uwv)w]'=(uv)'w+(uv)w'=(u'v+uv' )u+umo', 








Bp 
(uvw) =u'vw+uv'w+uvw'. 
在 法 则 (2) 中 , 当 wv(x)=C (C 为 常数 ) 时 ,有 
( Cà)'=Cu'. 
例 1 y=2x -5x +3x-7, 求 y". 
解 。 у'=(2х'-5х°+3х-7)'=(2х°)'-(5х°)'+(3х)'—(7)' 
=2 - 352-5 · 2x+3-0=6x -10x+3. 
例 2 f(x)=x +4cos x—sin PEOR] Я 
解 f'(x)= 3x’-4sin х, 
г 3) = 也 到 -4 
例 3 у=е*(ѕіп х+совх),Ж у’. 
解 у'=(е*)'(зїп x+cos x)+e*(sin x+cos x)’ 
=e*(sin x+cos х) +e*( cos х—вїп x)= 2е*соз x. 
例 4 y=tan х, у. 
i juja =) | _ (sin x) соз amain x( cos x)’ 
cos’x+sin x 1 2 
x eos? jv у ү. š: 
即 
(tan х)'=зес°х. 

这 就 是 正切 函数 的 导数 公式 . 
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#15 y=sec x,3R y'. 
+ 
p palies 1 _(1)'cos x-1 (cos x)’ 
cos x cos? x 
sin x 
= z =sec xtan x, 
cos x 
(sec x)'=sec xtan x. 


即 
这 就 是 正 割 函数 的 导数 公式 . 
用 类 似 方法 ,还 可 求 得 余 切 函数 及 余 割 函数 的 导数 公式 
(cot х)'=-сзс°х, 
(ese x)'=—csc xcot x. 


二 、 反 函数 的 求 导 法 则 
定理 2 ШЖ <= f/(y)£#E P BJ 7, 内 单调 \ 可 导 且 /'(y) 0, 那 么 它 的 反 
(2-1) 





函数 y= 六 (x) 在 区 间 1.=|xlx=f(y) ,ye7,| 内 也 可 导 , 且 
1 
或 .= dx 


Lf (wl sp 
证 由 于 x=f(y) 在 71, 内 单调 \ 可 导 ( 从 而 连续 ) ,由 第 一 章 第 九 节 定 理 2 知 


道 ,x=f(y) 的 反 函 数 y= 广 (x) 存 在 , 且 广 (x) 在 1 内 也 单调 ,连续 . 
任 取 xel, 给 x 以 增 量 Ax (Az 关 0,x+Axe1) ,由 y= 广 (x) 的 单调 性 可 知 
Ay=f'(x+Ax)-f'(x) #0, 
Ау__1_ 
Ах Ах 


于 是 有 
Ay 


因 y= 广 (x) 连 续 , 故 
Ате, 
从 而 
1 y — q: Ay_ im l = l 
[f '(x)] “Amas S да FOY 
Ay 

上 述 结 论 可 简单 地 说 成 : 反 函 数 的 导数 等 于 直接 函数 导数 的 倒数 

下 面 用 上 述 结论 来 求 反 三 角 肾 数 及 对 数 函 数 的 导数 . 





“87. 


ж-ш ”导数 与 微分 








例 6 设 x=siny,ye | = Ся 为 直接 函数 , 则 у = агсѕіп х JE: “E BJ Б РА. 
_ т т 
2° 


函数 *=sin у 在 开 区 间 1,=[| >, ә) 内 单调 可 导 , 且 


(sin y)’=cos y>0. 
因此 ,由 公式 (2-1) ,在 对 应 区 间 1,=(-1,1) 内 有 
1 1 
(віп у)’ cos y 
但 cos y=V1-sin y = /1—-x° (Їй А24 <y <i ‚сов y>0, 所 以 根 号 前 只 取 正 


号 ) ,从 而 得 反正 弦 函 数 的 导数 公式 





(arcsin x)'= 





1 








(arcsin x)'= (2-2) 
1-х? 
用 类 似 的 方法 可 得 反 余 弦 函 数 的 导数 公式 
(arccos х)'=— 1 (2-3) 


1-2 


例 7 设 x=tany 是 直接 函数 ,ye | , 则 y=arctan x JE E Н) 5 РА 


Ж. 函数 *=tan у {Е 1, =[-7 2] 内 单调 ,可 导 , 且 


(tan y)'=sec°y#0. 
因此 ,由 公式 (2-1) ,在 对 应 区 间 1,=(-% ,+% ) 内 有 
1 1 
(tan y)' sey 
但 sec*y=1+ttan*y=1+x ,从 而 得 反正 切 函 数 的 导数 公式 
(arctan x)'= í. (2-4) 
1+х 


用 类 似 的 方法 可 得 反 余 切 函数 的 导数 公式 





(arctan x)'= 








(arccot х)'=— 


如 果 利 用 三 角 学 中 的 公式 


(2-5) 


1 +x° 


т i T 
arccos x=—--—arcsin х 和 arccot ж arctan x, 


2 
那么 从 公式 (2-2) 和 (2-4) ,也 立刻 可 得 公式 (2-3) 和 (2-5). 
例 8 设 x=a” (a>0,a1) 为 直接 函数 , 则 y=log,x 是 它 的 反 函 数 . 函数 х= 
a 在 区 间 7,=(-% ‚+оо ) 内 单调 、 可 导 , 且 
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(a')'=a']n a#0. 
因此 ,由 公式 (2-1) ,在 对 应 区 间 天 =(0,+c ) 内 有 
人 
(а?)' аа 


但 a” =x, 从 而 得 到 第 一 节 例 6 中 已 求 得 的 对 数 函 数 的 导数 公式 


(log,x)'= 





(log.x)'= 2 
xln a 


三 、 复 合 函 数 的 求 导 法 则 


到 目前 为 止 ,对 于 
2х 
1+х 


那样 的 函数 ,我们 还 不 知道 它们 是 否 可 导 , 可 导 的 话 如 何 求 它 们 的 导数 . 这 些 问 
题 借助 于 下 面 的 重要 法 则 可 以 得 到 解决 ,从 而 使 可 以 求 得 导数 的 函数 的 范围 得 
到 很 大 扩充 . 

定理 3 如果 u=g(x) 在 点 x 可 导 , 而 y=f/(u) 在 点 w=g(%x) 可 导 , 那 么 复合 
函数 y=f[L g(x) ] 在 点 x 可 导 , 且 其 导数 为 


бш) вк) Ж 
x 
证 H T y=f(u)#fE f ип, КЊ 
Ау а. 
mga T Vu) 
存在 ,于 是 根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 有 
А0 (и) +а(Аш), 


Ж о( Ди) E: Ли +0 时 的 无 穷 小 . 上 式 中 Au 关 0, 用 Au 乘 上 式 两 边 ,得 

Ay=f'(u)Au+a(Au) • Ди. (2-7) 
当 Au=0 时 ,规定 a(Au)= 00, Е Ay=f(u+Au)-f(u)= 0, 而 (2-7) 式 右 端 
亦 为 零 , 故 (2-7) 式 对 Au=0 也 成 立 . 用 Ax=0 除 (2-7) 式 两 边 ,得 


Ar rayAu ‚ Ди 
А (u) AN) бу. 





x3 : 
ln tan х, е", sin J 


dy аў du 


= Я 2- 
ах du ах (2-6) 





Ау уби), Auz0， 
D 这 时 ,a(Au)= | 函数 a( Au) fE Au=0 处 连续 , 即 lim a( Au)= 0=0(0). 


0, Au=0, 
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bm bm /CO te a) + д]. 
根据 函数 在 某 点 可 导 必 在 该 点 连续 的 性 质 知 道 , 当 Ax 一 0 ВУ, Au— 0, JA Im nu] DA 
推 知 
lima(Au)= lime( Au) = 0. 


又 因 w=g(x) 在 点 x 处 可 导 , 有 


. Aü 
Ишара), 
故 
Ж ЖОКТО 
limaa =/ (u) lim ia? 
Bp 


=f'(u) + g'(x). 
这 就 是 公式 (2-6). 
例 9 设 y=e” ,求生 











ах’ 
解 y= ЕН y= e" ,u=x' 复合 而 成 ,因此 
dy_dy , du_ 2 _ 3⁄2 e” 
Шы ы ОЕ КЕ 
#110 设 y=sin 2 9. 
1+х dx 
. 2x : 2x „д 
解 y=sin 一 2 可 看 作 由 y=sin 4,w= 一 性 复合 而 成 , 因 
1+х 1+х 
Чу _ 
qu SOS 
du _2(1+= )-(2x) ° 2(1-%°) 
dx (1+x2)2  (1+x2)?” 
所 以 
dy 201-2) 201-2), 2х 
g COS Г (l+) (lax) созу 


从 以 上 例子 看 出 ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 时 ,首先 要 分 析 所 给 函数 可 看 作 由 
哪些 函数 复合 而 成 ,或 者 说 ,所 给 函数 能 分 解 成 哪些 函数 的 复合 . 如 果 所 给 函数 
能 分 解 成 比较 简单 的 函数 的 复合 ,而 这 些 简 单 函 数 的 导数 我 们 已 经 会 求 , 那 么 应 
用 复合 函数 求 导 法 则 就 可 以 求 所 给 函数 的 导数 了 . 
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对 复合 函数 的 分 解 比较 熟练 后 ,就 不 必 再 写 出 中 间 变 量 ,而 可 以 采用 下 列 例 
题 的 方式 来 计算 . 


例 11 设 y=ln sin z 22 
x 


Cos x 








解 ЧУ (м sin х)’ = 1 
dx 


例 12 i у= 1-2, RE 


(sin х)'= = cot x. 


sin x sin x 


@ Y= [(1-26)1]' =+ (1-222) $ + (1-24°)' 
s m ЕН 
зу 
复合 函数 的 求 导 法 则 可 以 推广 到 多 个 中 间 变 量 的 情形 . 我 们 以 两 个 中 间 变 
量 为 例 , 设 y=f(u),u=e(6) „о= р(х), 


dy_dy Чи 
dx du dx’ 
du du dv p 
而 чуу g КЕНЕ yfl pLw(%) ] | 的 导数 为 
х dv dx 


ау ау du d 
dx du dv dr 


当然 ,这 里 假定 上 式 右 端 所 出 现 的 导数 在 相应 处 都 存在 . 
例 13 iš y=ln cos(e*) RE 





解 所 给 函数 可 分 解 为 y= IDn u, и = cos PR SL b Че. 
du u’ d 


-sin ТЕСИ 
dyol ej „ох Se") 
dx u ia = cos( e”) 


不 写 出 中 间 变 量 , 此 例 可 这 样 写 : 


+ e*=-—e'tan(e'*). 





dy_ уал #497 
I= Ln cos(e ) ] кг Se 
ee 


cos(e ) 


例 14 设 y=e”, 求 y" 


解 y'= Сет) =e [sin 


, 
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PP Ua 
* COS —. 
x 


四 、 基 本 求 导 法 则 与 导数 公式 


基本 初等 函数 的 导数 公式 与 本 节 中 所 讨论 的 求 导 法 则 ,在 初等 函数 的 求 导 
运算 中 起 着 重要 的 作用 ,我 们 必须 熟练 地 掌握 它们 . 为 了 便于 查阅 ,现在 把 这 些 
导数 公式 和 求 导 法 则 归纳 如 下 : 

1. 常数 和 基本 初等 函数 的 导数 公式 

(1) (С)'=0, 


(3) (sin x) '=cos x, 


(2) (а) "=", 
(4) (cos х)'=-ѕіп х, 


(5) (tan х)'=ѕес2х, (6) (соі х)'= –сѕе?х, 


(7) (sec х)'=ѕес xtan х, 


(9) (а )'=а1һа (а>0,азя1), 


ОИ РР РЕА 
хіп a 


(8) (cscx) = –сѕс xcot х, 
(10) (е*)'=е*, 


(12) (In *) "= 一 ， 


1 1 














(13) (arcsin х)'= Н (14) (arccos х)'=- 
1-х 1-х 
Ed ç 1 
(15) (arctan x)'= z» (16) (arccot x)'=- =. 
1+х 1+х7 


2. АУТ ЗЕЯ АЖК Л 
Ў и=и(х) ,v=v(x) 都 可 导 , 则 


(1)(и+=›)'=и'+ь', 


(2)(Cu)'=Cu'(C 是 常数 ) ， 


(3)(us)'=u'+ue', (4) E 0). 
з. 反 函 数 的 求 导 法 则 
х= (у) Ф210 [Н] 1,121] п] ЕЕН. /'(у) #0, у) БОР yf (х) Е 1, 


=/(1,) 内 也 可 导 , 且 





' n! рр 1 
[f (=) ] =) 或 „^а 
dy 


4. 复合 函数 的 求 导 法 则 

Її у=/(и), її и=2(х) Н. /(и) Ж g(x) 都 可 导 , 则 复合 函数 y=f[Lg(x) ] 的 导 
数 为 

dy_dy , du 


a da ас Ж YFA) gr) 
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下 面 再 举 两 个 综合 运用 这 些 法 则 和 导数 公式 的 例子 . 

{15 设 y=sin nx • sin"x (п HE), K у". 

解 首先 应 用 积 的 求 导 法 则 得 
y'= (sin nxz)'sin"“x+sin пх, (sin"x)'. 

在 计算 (sin пх) 与 (sin"x) "时 ,都 要 应 用 复合 函数 求 导 法 则 ,由 此 得 
y'=ncos пх * sin"x+sin nx • nsin™'x + cos х 

= пѕіп''х(соѕ nx • sin x+sin nx * cos x) 
= пѕіп"'х + ѕіп(п+1) х. 


0] 16 证 明 下 列 双 曲 函 数 及 反 双 曲 函 数 的 导数 公式 : 
Санаан ж, Ген зуге, (h ay'a 


2 9 
hx 











(mah аута, фа е фанаў, 
МЛ жа? Vl 1-х 
Ж ”由 定理 1(1)、(2) ,有 
в (8) = 
再 利用 (e*)'=e* 及 定理 3, 得 (e“)'=-e“. 于 是 
(sh z) (S) (e ee ү 











2 
同 理 可 得 
(ch x) | = sh x. 
由 定理 1(3) 及 上 述 结果 ,有 
,_ [sh x ”_ (sh х)'еһ x-sh x( ch x)’ 
(th x) =[ 3 | = a 
_ch x-sh x _ 1 





еһ?х ch? 
由 arsh x=ln(x+V1+x ) ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 及 定理 1(1) ,有 
1 7 
(arsh x)'= (х+/1+х )' 
mr 


x+ 1+x° 





_ l x 1 


= 1+ = > 
Pal | J l+x° 
由 arch x=ln(x+wWx -1 ) , 同 理 可 得 

(arch x ) "= 














‚хє (1,+%). 
2 
x 一 ] 
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1+х 


由 arth = 121, 可 得 


(anh ау rel- 1,1). 


5 щй 2-2 


1. 推导 余 切 函数 及 余 割 函数 的 导数 公式 : 
(cot x) '=-—csc2x, (ese х) ' = –сѕс xcot x. 


2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 





(1) уеё+-—2-+12, (2) y=52-2"+3e'; 
x x 
(3) y=2tan x+sec х-1; (4) y=sin х * cos x; 
(5) y=x°ln x; (6) у=3Зе*соз х; 
(7) jai, (8) y=5 +n 3; 
х x 
(9) y=x°ln xcos х; (10) s= tain A 
1 +соѕ 1 


3. 求 下 列 函 数 在 给 定点 处 的 导数 : 
(1) y=sin x—cos х, y' l. ЛТ | ; 


s% 
Е: 


(2) р= Өѕіп 0+- eos 0, Жө р 


= 





(3) /(z)=;ç = t= жу" Со) (2). 


4. 以 初速 度 mw 竖 直 上 抛 的 物体 ,其 上 升 高 度 * 与 时 间 上 的 关系 是 s= e. 


(1) 该 物体 的 速度 v(1) ; (2) 该 物体 达到 最 高 点 的 时 刻 . 
5. 求 曲 线 y=2sin x+ 和 上 横 坐 标 为 x=0 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 
6. 求 下 列 函 数 的 导数 : 





(1) y=(2x+5)*; (2) y=cos(4-3x); 
(8) ye (4) y=ln(1+z2) ; 
(5) y=sin x; (6) у= /a'-x, 
(7) y=tan x°; (8) y=arctan(e*); 
(9) y=(arcsin х)“; (10) y=ln cos x. 
7. 求 下 列 函 数 的 导数 : 

(1) p=sresin( 1 24) yy 

1-5 
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(3) y=e Teos 3x; 


1-1п x 
1+ln x’ 


(5) у= 





(7) y=arcsinVx ; 
(9) y=ln(sec x+tan x); 


8. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
2 


(1) y=[aresin =) ; 


(3) y= J l+I]n2x ; 


(5) у= ѕіп"хсоѕ пх; 


(4) yaos 2, 
х 


sin 2х А 


(6) у= 


(8) у= (х+ Ja +x ); 


(10) у= (све x—cot х). 
х 

(2) у=1һ tan 本 ; 

(4) yaen, 


x+! 
= t: —ss 
(6) y arctan T; 


(7) у= спя, (8) у=1һ ln ln x; 
(9) y=— x Ll (10) y=arcsin l-z 
1+х+/1-х 1+x` 


# 


函数 的 求 导 法 则 


9. RRAN а(х) HS a) а(х) 关 0, 试 求 函 数 y= VRCx) н a) 的 导数 . 
10. 设 /(*) 可 导 , 求 下 列 函 数 的 导数 党 


(1) y=f(x); 
11. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y=e (x -25+3); 


(3) y=( aretan +) Е 


=i 
e 


(5) у=; 
e +e 


21 


(7) y=e "x; 
(9) y=xarcsin th 4-5 ; 


12. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y=ch( sh x); 
(3) y=th(In x); 
(5) y=th(1-x°); 
(7) y=arch(e™); 


1 
9 =ln ch x+——; 
(97 pa shj 2ch x 


(2) y=f(sin’x) +/( соз°х). 


(2) y=sin°x ， 


(4) 


sin(x); 


2188, 





1 
6 =] —; 
(6) y=ln cos + 


(8) y=Vx+/x ; 


(10) y=arcsin > 
1+2 





(2) y=sh хе"; 
(4) y=sh'x+ch°x; 
(6) у=агвһ(х°+1); 
(8) y=arctan(th x); 


(10) х= (2). 


13. BERES) A g(x) BIZE х Е BRANA EN SC) Е хо (хо) = 0,8 (х) 


在 *% 处 连续 , 试 讨论 [(x)g(x*) 在 zo 处 的 可 导 性 . 
14. 设 函 数 儿 (x) 满足 下列 条 件 : 


95. 
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(1) f(xw+y)= f(x) ' f(Y) ,对 一 切 x,yeR; 
(2) f(x)= 1+хд(х) ‚ше (х) = 1. 
БЕН Ох) Е R БАКА, B. f '(x)= f(x). 


第 三 节 高 阶 导 数 
我 们 知道 ,变速 直线 运动 的 速度 v(t) 是 位 置 函 数 s(1) 对 时 间 : 的 导数 , 即 


或 v=s'， 


v 


та. 


而 加 速度 a 又 是 速度 v 对 时 间 е 的 变化 率 , 即 速度 " 对 时 间 上 的 导数 : 


Са аа 


z dv ауа 
= al 


) 或 а=(5')'. 


жже (95) ROGO 叫做 :对 :的 三 阶 导 数 , 记 作 


ds 
аг 

所 以 ,直线 运动 的 加 速度 就 是 位 置 函 数 * 对 时 间 1 的 二 阶 导数 . 
一 般 地 ,函数 y=f(x) 的 导数 y =f'(x) 仍 然 是 x 的 函数 .我们 把 y'=f'(x) 的 


导数 叫做 函数 y=f(x) 的 二 阶 导数 , 记 作 yR 


ripy a Qy 90у 
Pary 8 a 


相应 地 ,把 y=/(%) 的 导数 (x) 叫 做 函数 y=f(%) 的 一 阶 导数 . 
类 似 地 ,二 阶 导 数 的 导数 ,叫做 三 阶 导数 ,三 阶 导数 的 导数 叫做 四 阶 
导数 …… 一 般 地 ,(n-1) 阶 导数 的 导数 叫做 n 阶 导数 ,分 别 记 作 


(4) о. „б 
ЕЈ 


或 s"(D). 





m 


Y xy sy 
或 
ах?” dat’? ” ах" 


函数 y=f(x) 具 有 n 阶 导 数 ,也 常 说 成 函数 f( <) 为 n 阶 可 导 . 如 果 函 数 
f(x) 在 点 x 处 具有 n 阶 导数 ,那么 f(x) 在 点 x 的 某 一 邻 域内 必定 具有 一 切 低 于 
阶 的 导数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 高 阶 导 数 . 

由 此 可 见 , 求 高 阶 导数 就 是 按 前 面 学 过 的 求 导 法 则 多 次 接连 地 求 导 数 , 若 需 
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第 三 节 ”高 阶 导数 
要 求 函数 的 高 阶 导数 公式 , 则 需要 在 逐次 求 导 过 程 中 ,善于 寻求 它 的 某 种 规律 . 
例 1 y=ax+b,3Ř у". 
解 y'=a,y"=0. 
例 2 s=sin ot,3K s”. 





解 s'=wcos ot,s"=-@ sin wt. 
例 3 证 明 : 函 数 y=V2x-x 满足 关系 式 
yly"+1=0. 

证 ”将 y=V2x-x 求 导 ,得 

jia 2-2х = 1-х 





2-а? 
_—2х+°-(1-х)*____1_ __1 
(ав) бв ` (2-2); F 
于 是 
у?у"+1 =0. 
下 面 介 绍 几 个 初等 函数 的 nn 阶 导数 . 


例 4 求 指数 函 数 y=e’ 的 n 阶 导数 . 
Шо =e, уе, 
一 般 地 ,可 得 


m _ „* ^з с „® 
y"=e', у =e 


即 
(es) = es, 
#15 REZAR RIZ PR BJ n 阶 导数 . 
解 y=sin x, 


, А т 
y =cos x=sln + " 
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一 般 地 ,可 得 
у= sin( х+п : | А 
Вр 
(віп х) = віп (x+n . a) . 
用 类 似 方法 ,可 得 
(cos x) ™ = соз x+n . F 


例 6 求 函 数 In(1+x) 的 n 阶 导数 . 





Ж у=), y'=, 
Я „ 12 w f 93 
Па ” (Tas) ос, Таут" 
一 般 地 ,可 得 
у (У 
即 


[ln(1+x) ]'”= (жур. 
通常 规定 0! =1, 所 以 这 个 公式 当 n=1 时 也 成 立 . 
例 7 RERA п FRAR. 
解 设 y=x* (u 是 任意 常数 ) ,那么 
у' =p 
y"=p(p-1)x"°, 
у"=ш(ш-1) (ш-2) х, 
у= р(и-1) (1-2) (и-3) х“, 
一 般 地 ,可 得 
у''=ш(и-1)(д-2)+-(ди-п+1)х*", 
即 
(а) =p(p-1) (2) --- (u-n+1) x". 
№ u=n 时 ,得 到 
(x) =n(n-1)(n-2) -= 3.2. 1=п!, 
而 
(7) =0 (k=1,2,--9. 
Ш Ж и=и(х) М v=v( x) KER RA п 阶 导 数 ,那么 显然 u(x)+ 
v(x) Жи(х) -0(х) ШЕ x ААН п И, А. 
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(usw) =u во. 


BRER u(x) + v(x) 的 nn 阶 导 数 并 不 简单 :由 


(uu)'=u'u+uu' 


首先 得 出 
( uw)” =u"v+2u'v' +w", 
( uv)” =u"v+3u"v' +3u' v" +u". 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 
(us) "= ш онаш CTl) ТЕ ) gD у 
п(п-1) ас -к+1) uO petu 


上 式 称 为 莱 布 尼 茨 ( Leibniz) 公式 . 这 公式 可 以 这 样 记忆 : 把 (x+z) 按 二 项 式 定 
理 展 开 写 成 


ñ _ n z n(n-1) ,- 
(u+o)"=u"u +nu" ipea), 2224 +u", 


2! 
即 


n 


(u+v)”= > Chuk Q ， 


k=0 
然后 把 于 次 寡 换 成 左 阶 导数 ( 零 阶 导数 理解 为 函数 本 身 ) ,再 把 左 端的 x+v 换 成 
,这 样 就 得 到 莱 布 尼 茨 公式 


n 

k =k k 

(ио) "= БУ Соц" р! їй, 
k=0 


ği 8 y= =a a 2x Жут. 
解 Ў u= e” ,v=x , 则 
ut) = 2te* (k=1,2,--.,20) , 
9 =2x, =2, v™®=0 (k=3,4,.…,20), 
代 和 人 莱 布 尼 芯 公式 ,得 


y™= (x? e7) = 220e 2х + х?+20 Е 2196?" P 2х+ 





20 r 1971s 2 > 2 


=2" e” (x° +20x+95 ). 


Ф 记号 > 表示 对 同一 类 型 诸 项 求 和 . 例如 ，》 Chu" tot ARTE Cru" to HIRKA k = 0,1,…,n， 
K0 
然后 对 这 样 得 到 的 n + 1 项 求 和 . 
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习 题 2-3 

І. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 : 
(1) у= 2а? +11 x; (2) у=е*'; 
(3) у=хсоѕ х; (4) y=e`'sin t; 
(5) y= Va -x ; (6) у=1а(1-«?); 
(7) y=tan x; (8) у=; 

+1 
(9) у= (1+а° ) arctan x; (10) у=, 
(1) у=хе"; (12) y=ln(x+ / l+ ). 


2. #/(х)= (x+10)° aR f”(2). 
з. RSO Таа ЖК 
(1) у=); (2) y=In[/(x) ]. 
4 试 从 旦 = 二 导出 ; 

y' 


da Ж Е З) уэ, 
ШЕ, (y Саят (у')° 
5. 已 知 物体 的 运动 规律 为 s=4sin ог (А, о 是 常数 ) , 求 物体 运动 的 加 速度 ,并 验证 : 


1 
Fits=0, 


6. 密度 大 的 陨 星 进 入 大 气 层 时 , 当 它 离 地 心 为 s km 时 的 速度 与 /成 反比 ; 试 证 陨 星 的 加 
速度 与 ?成 反比 . 


7. 假设 质点 沿 x 轴 运 动 的 速度 为 学 =/(*) , 试 求 质 点 运动 的 加 速度 . 


8. 验证 函数 y=Cle*“+C,e* (A,C,,C, 是 常数 ) 满 足 关系 式 
у"-А?у=0. 
9. ЕР у=е sin x 满足 关系 式 
у"-2у'+2у=0. 

10. 求 下 列 函 数 所 指定 的 阶 的 导数 : 

(1) у=е'совх,ҖЖ у); (2) у=х?зїп 2x, R y. 
“11. 求 下 列 函数 的 呈 阶 导数 的 一 般 表达 式 ， 

(1) y=x"+a x" +a," +- +a, xta, (а,,а,, an 都 是 常数 ) ; 
(2) y=sin2x; (3) y=xln x; (4) y=xe - 
“12. о (х) = x ln(1+x) E х=0 处 的 n 阶 导 数 /"(0) (п>3). 
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ЖЩ» ар Л H Z 3⁄9 Fe fa ë BJ 
函数 的 导数 ”相关 变化 率 


、 隐 函数 的 导数 


函数 y=f/(x) 表 示 两 个 变量 y 与 x 之 间 的 对 应 关系 ,这 种 对 应 关系 可 以 用 各 


种 不 同方 式 表 达 . 前 面 我 们 遇 到 的 函数 ,例如 y=sin х,у=1п x+V1-x 等 ,这 种 函 
数 表达 方式 的 特点 是 :等 号 左 端 是 因 变 量 的 符号 ,而 右 端 是 含有 自 变量 的 式 子 ， 
当 自 变量 取 定 义 域内 任 一 值 时 ,由 这 式 子 能 确定 对 应 的 函数 值 . 用 这 种 方式 表达 
的 函数 叫做 显 函数 . 有 些 函 数 的 表达 方式 却 不 是 这 样 , 例 如 ,方程 

x+y –1 =0 
表示 一 个 函数 ,因为 当 变 量 * 在 (-w ,+% ) 内 取 值 时 ,变量 y 有 确定 的 值 与 之 对 
№. 例如 , 当 x=0 时 ,y=1; 当 x=-l 时 ,y=V2 ,等 等 . 这 样 的 函数 称 为 隐 函 数 . 

一 般 地 ,如 果 变 量 x ЯП у 满足 一 个 方程 F(x,y)=0, 在 一 定 条 件 下 , 当 % 取 某 
区 间 内 的 任 一 值 时 ,相应 地 总 有 满足 这 方程 的 唯一 的 y 值 存在 ,那么 就 说 方程 
(х,у) = 0 在 该 区 间 内 确定 了 一 个 隐 范 数 . 

把 一 个 隐 函 数 化 成 显 函 数 ,叫做 隐 函 数 的 显 化 . 例如 从 方程 x+y -1=0 解 出 
y=/1=x ,就 把 隐 范 数 化 成 了 显 函 数 . 隐 函 数 的 显 化 有 时 是 有 困难 的 ,甚至 是 不 
可 能 的 . 但 在 实际 问题 中 ,有 时 需要 计算 隐 范 数 的 导数 ,因此 ,我们 希望 有 一 种 方 
法 ,不管 隐 函 数 能 和 否 显 化 ,都 能 直接 由 方程 算出 它 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 来 . 下 
面 通过 具体 例子 来 说 明 这 种 方法 . 

例 1 求 由 方程 er+zy-e=0 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 守 

й ”我 们 把 方程 两 边 分 别 对 xz 求 导数 @ ,注意 y=y(x). 方程 左边 对 x 求 导 
得 

sdy dy 


一 (er+ —+y+ 
(е ху-е) = e y+x q. 


方程 右边 对 x 求 导 得 
(0)'=0. 





中 ”假设 方程 F(x,y)=0 确定 一 个 函数 y=y(x) ,把 y=y(x) 代 入 方程 便 得 恒等式 F[ xz,y(*)] =0. 因 
此 ,这 里 说 的 方程 两 边 对 x 求 导 ,是 指 恒等式 两 边 对 x 求 导 . 


- 101 - 


FIE ”导数 与 微分 





由 于 等 式 两 边 对 x 的 导数 相等 ,所 以 


еу о. 0, 


从 而 


Чу___у 
dx x+e' 


在 这 个 结果 中 ,分 式 中 的 y=y(x) 是 由 方程 e+xy-e=0 Jr fü E B БА Ж. 
例 2 求 由 方程 y+2y-x-3x =0 所 确定 的 隐 函 数 在 x=0 处 的 导数 衬 К 
解 ” 把 方程 两 边 分 别 对 x 求 导 , 由 于 方程 两 边 的 导数 相等 ,所 以 
ady 3 dY 715 = 
5y +2 3271-214" =0. 





(х+е’ #0). 


由 此 得 
ду_1+21х° 
dx 5у*+2 i 
因为 当 *=0 时 ,从 原 方程 得 y=0, 所 以 
dy _1 
dx | =o 2 





йз RW (2,243) 处 的 切线 方程 (图 2-6)， 
解 ” 由 导数 的 几何 意义 知道 ,所 求 切线 的 斜 





率 为 
ty |, 
椭圆 方程 的 两 边 分 别 对 x 求 导 , 有 
x 2 .dy_ 
8 97 dx 
从 而 
dy__9x 
dx 16у 
当 x=2 时 ,y= 了 V3 , 代 人 上 式 得 
dy| _ 3 
dx 记 4’ 
于 是 所 求 的 切线 方程 为 
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3 万 - 43 
#318 e- (x-2), 
即 
V3x+4y-8V3 =0. 
例 4 求 由 方程 суас y=0 所 确定 的 隐 坝 数 的 二 阶 导数 4 


ЯЕ ”应 用 隐 函 数 的 求 导 方 法 ,得 


人 y ° ФУ су, 
dx 


2 dx 
于 是 





上 式 两 边 再 对 x 求 导 ,得 

dy 
dy _ was i —4sin y 
dx? (2-соѕ y)? (2-соѕ y)” 


上 式 右 端 分 式 中 的 y=y(*) 是 由 方程 х-у+-узїп у=0 所 确定 的 隐 范 数 . 


在 某 些 场合 ,利用 所 谓 对 数 求 导 法 求 导 数 比 用 通常 的 方法 简便 些 . 这 种 方法 
是 先 在 y=f(%) 的 两 边 取 对 数 ,然后 再 求 出 y 的 导数 . 我 们 通过 下 面 的 例子 来 说 
明 这 种 方法 . 

例 5 求 y=x””(x>0) 的 导数 . 

# 这 函数 是 寡 指 函数 . 为 了 求 这 函数 的 导数 ,可 以 先 在 等 式 两 边 取 对 数 ， 








得 
ln y=sin x * ln x. 
上 式 两 边 对 x 求 导 ,注意 到 y=y(x) ,得 


1, z 1 
—y' = cos x * In x+sin x * —, 
y x 


于 是 


sin x ma 
y'= cos x • ln T = (cos x- ln aa š 
x x 


ХР — 00 з) ЖЕН РЕ ЖС 
y=u" (u>0), (4-1) 
如 果 w=u(x) .v=v(x) 都 可 导 , 则 可 像 例 5 IERA ЖОК TASR th 16 РА ЖС (4 
-1) 的 导数 ,也 可 把 宪 指 函数 (4-1) 表 示 为 
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5 
Ш 
(<) 


这 样 , 便 可 直接 求 得 
y'=e™ (~ -In u+ 。 a su(v “ln uE), 
例 6 Rys EEP ун, 
解 ” 先 在 等 式 两 边 取 对 数 ( 假 定 x>4) ,得 
my= 寺 [ln(x-1)+ln(x-2)-In(z-3)-ln(x-4)]， 
上 和 式 两 边 对 x 求 导 ,注意 到 y=y(x) ,得 





Fu E E a Е Е 
у” үг х-2 x-3 и X 





‚_ Уу{_1 1 К 1 " 1 

7 PIEVE x-3 = 4): 
s 和 二 作 1-x)(2-x) 
asus. 
Ж 2<х<3 时 y = Са (day ° 


用 同样 的 方法 可 得 与 上 面相 同 的 结果 . 
二 、 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


研究 物体 运动 的 轨迹 时 , 常 遇 到 参数 方程 . 例如 ,研究 抛射 体 的 运动 问题 时 ， 
如 果 空 气 阻力 忽略 不 计 ,那么 抛射 体 的 运动 轨迹 可 表示 为 


x=wut, 
| 1 (4-2) 


2 
=v,t- gt 
y 05 2 8 з 


HEP o о З BE ЖК, ШЕ АШ, 是 重力 加 速度 ,t 是 飞行 时 
间 ,x 和 y 分 别 是 飞行 中 抛射 体 在 铅 直 平 面 上 的 位 置 的 横 坐 标 和 纵 坐标 (图 
2-7). у 

在 (4-2) 式 中 ,x.y 都 与 + 存在 函数 关 上 = 
Ж. 如 果 把 对 应 于 同一 个 1 值 的 y 与 x 的 值 看 a 
做 是 对 应 的 ,那么 这 样 就 得 到 y 与 > 之 间 的 “ 
函数 关系 . 消去 (4-2) 中 的 参数 1, 有 





=y 


2-7 
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这 是 因 变 量 y 与 自 变 量 x 直接 联系 的 式 子 ,也 是 参数 方程 (4-2) 所 确定 的 函数 
的 显 式 表 示 . 
一 般 地 , 若 参 数 方程 
et 
y=w(t) 
确定 y 与 x 间 的 函数 关系 , 则 称 此 函数 关系 所 表达 的 函数 为 由 参数 方程 (4-3) 
所 确定 的 函数 . 
在 实际 问题 中 ,需要 计算 由 参数 方程 (4-3) 所 确定 的 函数 的 导数 . 但 从 (4- 
3) 中 消去 参数 :有 时 会 有 困难 . 因此 ,我 们 希望 有 一 种 方法 能 直接 由 参数 方程 
(4-3) 算 出 它 所 确定 的 函数 的 导数 来 . 下 面 就 来 讨论 由 参数 方程 (4-3) 所 确定 
的 函数 的 求 导 方 法 . 
在 (4-3) 式 中 ,如 果 函 数 x=p(t) 具 有 单调 连续 反 函 数 1:=p "(x) ,上 且 此 反 函 
数 能 与 函数 y=w(1) 构 成 复合 函数 ,那么 由 参数 方程 (4-3) 所 确定 的 函数 可 以 看 
成 是 由 函数 y=yw(t) p (х) ЯТ В у= уф (х) ]. 现在 ,要 计算 这 
个 复合 函数 的 导数 . 为 此 再 假定 函数 x*=gp(t) y=yw(t) 都 可 导 , 而 且 p'(t) 关 0. 于 
是 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 与 反 函 数 的 求 导 法则 ,就 有 
dy_dy dí dy. 1 ШО) 


dx dt dx d dx ф'(1)” 


(4-3) 








Вр 
dyw U) (4-4) 
х @'(t) 
上 和 式 也 可 写成 
dy 
dy _ de 
dx dx 


(4-4) 式 就 是 由 参数 方程 (4-3) RER x RR ЕД RO. 





”作为 * 的 函数 ,里 应 表示 为 





х=ф(ї), 
P 
dx o't) Ë 
但 为 了 方便 起 见 , 通 常 把 x*=gp(t) 省 去 . 后 面 的 公式 (4-5) 也 作 类 似 的 理解 . 
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ШЖ solt) ,y=w(1) 还 是 二 阶 可 导 的 ,那么 从 (4-4) 式 又 可 得 到 函数 的 二 
阶 导数 公式 








d'y а (9 - 3000) _dt 





dx? dx\dx) ` P (t) dx 
(Dp Oi -ф'(ї)ф”() 1 
e (t) PO 
即 
s= ТУ (4 5) 
例 7 已 知 椭圆 的 参数 方程 为 
x=acos t, 
ү 


求 椭圆 在 := 地 相应 的 点 处 的 切线 方程 
(图 2-8). 

解 当 := 子 时 , 顶 圆 上 的 相应 点 
M, 的 坐标 是 








2 
ж, асов T=, 
2b 
Yo = Бѕіп nT 2: 
曲线 在 点 Mo 的 切线 斜率 为 
dy _ (bsin | _ bcos t | __Ь 
Чх „= (acos t)' if — asin t = 


74 


代入 点 和 斜 式 方程 , 即 得 椭圆 在 点 Mo 处 的 切线 方程 
_У25__%( у2а 
р | с: 


x- 
a 
化 简 后 得 
bx+ay-J2ab=0. 
例 8 已 知 抛射 体 的 运动 轨迹 的 参数 方程 为 


x=v,t, 
=i 1 2 
02—81 ， 

求 抛射 体 在 时 刻 1 的 运动 速度 的 大 小 和 方向 . 
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解 ” 先 求 速度 的 大 小 . 


由 于 速度 的 水 平分 量 为 
dx 
EP 
铅 直 分 量 为 
Yet, 
所 以 抛射 体 运 动 速度 的 大 小 为 


再 求 速度 的 方向 ,也 就 是 轨迹 的 切线 方向 ， 


设 а 是 切线 的 倾角 , 则 根据 导数 的 几何 意义 ,得 
dy 


dy dt 0-81 
t = =— Л 
ап а dx dx v, 


dt 





在 抛射 体 刚 射出 ( 即 上 =0) 时 ， 


_ 





tan а | => 
1=0 ах 


F , 
1=0 VI 





tan а | = 
е 


这 时 ,运动 方向 是 水 平 的 , 即 抛射 体 达到 最 高 点 (图 2-7). 
例 9 计算 由 摆 线 (图 2-9) 的 参数 
方程 











x=a(t-sin t), 
Ran te 
所 确定 的 函数 y=y(x) 的 二 阶 导 数 ， 
dy 
dy dż asin t sin £ t 
= = = = Serme 2n 7, ` 
ж dx dx а(1-соѕ і) 1-соѕ г ОК (tA ата a Z.) 
dt 
dy df ТО 1 . 1 
д | dx эе E а(1-соѕ t) 
dt 2 
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1 
=—————(##2пт, 7.). 
а(1-соѕ BYA эте #) 


三 、 相 关 变 化 率 


设 x=x(i) 及 7Y=7y(b) 都 是 可 导 函 数 , 而 变量 x y 间 存 在 某 种 关系 ,从 而 变化 
率 科 与 守 间 也 存在 一 定 关系 . 这 两 个 相互 依赖 的 变化 率 称 为 相关 变化 率 . 相关 变化 


率 问 题 就 是 研究 这 两 个 变化 率 之 间 的 关系 ,以 便 从 其 中 一 个 变化 率 求 出 另 一 个 


化 率 . 


变 


例 10 一 气球 从 离开 观察 员 500 m 处 离 地 面 铅 直上 升 , 当 气球 高 度 为 
500 m 时 ,其 速率 为 140 m/min( 分 ). 求 此 时 观察 员 视 线 的 仰角 增加 的 速率 是 





多 少 ? 
解 ” 设 气球 上 升 1s( 秒 ) 后 ,其 高 度 为 h, 观 察 员 视线 的 仰角 为 a, 则 
ап «=, 
其 中 a K h 都 与 1 存在 可 导 的 函数 关系 .上 式 两 边 对 t 求 导 , 得 
ТИИТ 
i dt 500 d 
由 已 知 条 件 ,存在 to В| = 500 m, S| = 140 m/min. 
tan а | Е. 1 ,sec’a | сар” 2. 代 人 上 式 得 
da 1 
Zir а 500 е 140, 
所 以 
da 70 š 
ч =z00 7% 14 (rad( JAJE )/min). 





= 


即 此 时 观察 员 视 线 的 仰角 增加 的 速率 是 0. 14 rad/min. 
zJ кй 2-4 


1. SR ti F 31 J ИТҮ 


(1) y -2ху+9=0; (2) x+y -Заху=0; 


- 108 - 


又 


第 四 节 隐 函 数 及 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 ”相关 变化 率 





(3) ху=е*?; (4) у=1-хе”. 


2 жаху = taa [У ы Aa] 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 


з. жн FAUD BE МЕ ЖОЙ) S: 





(1) x-y =1; (2) bx +а?у? =a b; 
(3) y=lan(x+y); (4) y=1+xe’. 

4. 用 对 数 求 导 法 求 下 列 函 数 的 导数 : 

I 2) = E. 
O) у=) ° 0) >= 


(3)-y= Vx+2(3-xz) 


пар (4) y=V xsin x vy l-e". 


5. 求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 党 : 





x=a, х=0(1-5іп 0), 
of I о { 
у=; у= дсоѕ Ө. 
x=e'sin t, ду 
6. 已 知 жч г. 
Pawa Na з та, 
7. 写 出 下 列 曲线 在 所 给 参数 值 相应 的 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 : 
3at 
Ss 
x=sin t, m 1+ 
of iibe (3) 在 4=2 Ж. 
y=cos 21, 4 _ За? 





1+?? 


8， 求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 二 阶 导数 他: 


2 


Е = 3 4 
of 2, о р а cos г, 


ia y=b sin t; 
y= bs 


х= Зе", х=/'(ї), А 
o Í Í 设 (4) 存在 且 不 为 零 . 
y=2e'; yaf AE) 


“9. 求 下 列 参数 方程 所 确定 的 函数 的 三 阶 导数 全 >: 


x=1-t,， х=1(1+2), 
0] o Í 


у=1-?; у =1-агсіап t. 
10， 落 在 平静 水 面 上 的 石头 ,产生 同心 波纹 . 若 最 外 一 圈 波 半径 的 增 大 速率 总 是 6 m/s, 
问 在 2 s 末 扰动 水 面 面 积 增 大 的 速率 为 多 少 ? 
11. 注水 人 深 8 m 上 顶 直径 8 m 的 正 圆锥 形容 器 中 ,其 速率 为 4 m /min. 当 水 深 为 5 m 
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时 ,其 表面 上 升 的 速率 为 多 少 ? 

12. 溶液 自 深 18 cm 项 直径 12 cm 的 正 圆 锥 形 漏 斗 中 漏 和 人 一 直径 为 10 cm 的 圆柱 形 简 
中 . 开始 时 漏斗 中 盛 满 了 溶液 . 已 知 当 溶液 在 漏斗 中 深 为 12 em 时 ,其 表面 下 降 的 速率 为 
1 cm/min. 问 此 时 圆柱 形 简 中 溶液 表面 上 升 的 速率 为 多 少 ? 


第 五 节 ”函数 的 微分 


一 、 微 分 的 定义 


先 分 析 一 个 具体 问题 . 一 块 正方 形 金属 薄片 受 温度 变化 的 影响 ,其 边 长 由 xu 
变 到 xo+Ax( 图 2-10), 问 此 薄片 的 面积 改变 了 多 少 ? 

设 此 薄片 的 边 长 为 x, 面 积 为 4, 则 4 与 x 存在 函数 关系 :4=x . 薄片 受 温度 
变化 的 影响 时 面积 的 改变 量 可 以 看 成 是 当 自 变量 x А xo 取 得 增 量 Ax 时 ,函数 4 
=x 相应 的 增 量 ЛА, Вр 

AA=(xo+Ax)’—x? =2x Ax+( Ax)’. 

从 上 式 可 以 看 出 , AA 分 成 两 部 分 ,第 xO 
一 部 分 2xoAx 是 Ах 的 线性 函数 , 即 图 中 带 [Z 
有 和 斜 线 的 两 个 矩形 面积 之 和 ,而 第 二 部 分 Р АА 
(Дх) 在 图 中 是 带 有 交叉 斜 线 的 小 正方 形 
的 面积 , 当 Ax 一 0 时 ,第 二 部 分 (Ax) 是 比 
Ах 高 阶 的 无 穷 小 , 即 (Ax) ”=o(Ax). 由 此 
可 见 , 如 果 边 长 改变 很 微小 , 即 1Ax1 很 小 
时 ,面积 的 改变 量 AA 可 近似 地 用 第 一 部 
分 来 代替 . 

一 般 地 ,如 果 函 数 y=/(x) 满 足 一 定 条 
件 , 那 么 增 量 Ay 可 表示 为 





图 2-10 


Ау=ААх+о( Ах), 
其 中 4 是 不 依赖 于 Ах 的 常数 ,因此 ААх 是 Ах 的 线性 函数 ,有 Ay 与 它 的 差 


Ау-ААх=о( Ах) 


是 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 . 所 以 , 当 4 关 0, 且 1Ax1 很 小 时 ,我 们 就 可 以 用 Ах 的 线性 
函数 AAx 来 近似 代替 Ay. 
定义 ” 设 函 数 y=f(x) 在 某 区 间 内 有 定义 ;x6 及 x。+Ax 在 这 区 间 内 ,如 果 函 
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Ay=f(xo+A%) -f(xo) 


Ay=AAx+o( Ах), (5-1) 
其 中 4 是 不 依赖 于 Ax 的 常数 ,那么 称 函 数 y=/(x) 在 点 xo 是 可 微 的 ,而 4Ax 叫 
做 函数 y=f(x) 在 点 %o 相 应 于 自 变量 增 量 Ax 的 微分 , 记 作 dy, 即 
dy=AAx. 
下 面 讨论 函数 可 微 的 条 件 . 设 函 数 y=f(*) 在 点 mw 可 微 , 则 按 定义 有 (5-1) 
式 成 立 . (5-1) 式 两 边 除 以 Ax ,得 
о( Ах 
于 是 , 当 Ax 一 0 时 ,由 上 式 就 得 到 
因此 ,如果 函 数 f(x) fE SX x 可 微 ,那么 f(x) 在 点 xo tB — E АЈ ( Bj) f ' (x; ) £f 
#),H A=f'(xo). 
反之 ,如 果 y=f(x) 在 点 xo 可 导 ， 


lim A =! (xo) 
存在 ,根据 极限 与 无 穷 小 的 关系 (第 一 er 
N=/ (a) жа, 


其 中 a—0( 4 Ax—0). 由 此 又 有 
Ay=f (x) Ах+одАх. 

因 aAx=o(Ax) , 且 f'(xo) 不 依赖 于 Ax, 故 上 式 相当 于 (5-1) 式 ,所 以 A(x) 在 点 
x0 也 是 可 微 的 . 

由 此 可 见 ,函数 成 xz) 在 点 xo 可 微 的 充分 必要 条 件 是 函数 几 x) 在 点 xo BJ т, 
且 当 f(x) 在 点 xo 可 微 时 ,其 微分 一 定 是 

dy=f '(х,) Ах. (5-2) 
Щу (х) #0 时 ,有 


li =1. 


imA7 _ Ay 
— dy = þor ETT =F TA- 20Ax 
从 而 , 当 Ax—0 时 ,Ay 与 dy 是 等 价 无 穷 小 ,于 是 由 第 一 章 第 七 节 定理 1 可 知 ,这 
时 有 

Ay=dy+o( іу), (5-3) 


“ПІ 


ж-а SER 





即 dy 是 Ау W ERO. 又 由 于 dy = f (x) Ах 是 Ax 的 线性 函数 ,所 以 在 
f'(xo) #0 的 条 件 下 ,我 们 说 dy 是 Ay 的 线性 主 部 ( 当 Ax—0). 于 是 我 们 得 到 结 
论 :在 f(xo) 半 0 的 条 件 下 ,以 微分 dy= 广 (xo)Ax 近似 代替 增 量 Ау=/(х„+Ах)- 
f(xo) 时 ,其 误差 为 o(dy). 因此 ,在 1Axl 很 小 时 ,有 近似 等 式 
Ay= dy. 
例 1 Ж ysi fE х=1 和 x=3 处 的 微分 . 
解 ” 函 数 y=x 在 x=1 处 的 微分 为 
dy= (x’)'|,_,Ax=2Ax, 
在 x=3 处 的 微分 为 
dy= (x )'|,_sAx=6Ax. 
函数 y=f(x) 在 任意 点 % 的 微分 , 称 为 函数 的 微分 , 记 作 dy 或 df( x) , 即 
dy=f ‘(x)Ax. 
例如 ,函数 y=cos x 的 微分 为 
ау = (cos x)'Ax=-sin xAx, 
函数 y=er 的 微分 为 
dy=(e*)'Ax=e'"Ax. 
显然 ,函数 的 微分 dy=f'(x)Ax 5 x Яй Ax 有关 . 
例 2 求 函 数 y=x 当 x=2,Ax=0.02 时 的 微分 . 
解 ” 先 求 函数 在 任意 点 x 的 微分 
dy= (х) 'Ах= 3° Ах. 
再 求 函 数 当 x=2,Ax=0.02 时 的 微分 
dy| , =(3x Ax)|,, =3 - 22 . 0. 02=0. 24. 


Ах = 0. 02 Ах=0. 02 


通常 把 自 变 量 x 的 增 量 Ax 称 为 自 变量 的 微分 , 记 作 ах, Вр ах = Ax. Р K 
数 y=f(x) 的 微分 又 可 记 作 
dy=f'(x)dx. 
从 而 有 
Xf’ (a). 
这 就 是 说 ,函数 的 微分 dy 与 自 变量 的 微分 dx 之 商 等 于 该 函数 的 导数 . 因此 , 导 
数 也 叫做 “ 微 商 ”. 





D 设 a 及 B 都 是 在 同一 个 自 变量 的 变化 过 程 中 的 无 穷 小 ,如 果 B=ato(a) , 则 称 a 是 B 的 主 部 . 
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二 、 微 分 的 几何 意义 


为 了 对 微分 有 比较 直观 的 了 解 ,我 们 来 说 明 微分 的 几何 意义 . 
在 直角 坐标 系 中 ,函数 y=f(x) 的 图 形 是 一 条 曲线 . 对 于 某 一 固定 的 x Ë , Hii 
线 上 有 一 个 确定 点 M(xo,yo) , 当 自 变量 x 有 微小 增 量 Ax 时 ,就 得 到 曲线 上 另 一 
点 N(xotAx,yotAy). 从 图 2-11 可 知 : 
МО=Ах, 
QN = Лу. 
过 点 М 作曲 线 的 切线 MT, 它 的 倾角 为 a, 
则 
QP=MQ · tan а= Ах .三 (xo)， 
即 О хо XotAx 
dy= ОР. El 2-11 
由 此 可 见 , 对 于 可 微 函 数 y=f(x) 而 言 , 当 Ay 是 曲线 y=f(x) 上 的 点 的 纵 坐 
标的 增 量 时 ,dy 就 是 曲线 的 切线 上 点 的 纵 坐 标的 相应 增 量 . 当 1Axl 很 小 时 ， 
1Ay-dy1 比 1Ax1 小 得 多 . 因此 在 点 М 的 邻近 ,我 们 可 以 用 切线 段 来 近似 代替 曲 
线段 . 在 局 部 范围 内 用 线性 函数 近似 代替 非 线性 函数 ,在 几何 上 就 是 局 部 用 切线 
段 近 似 代替 曲线 段 ,这 在 数学 上 称 为 非 线性 函数 的 局 部 线性 化 ,这 是 微分 学 的 基 
本 思想 方法 之 一 . 这 种 思想 方法 在 自然 科学 和 工程 问题 的 研究 中 是 经 常 采用 的 . 





三 、 基 本 初等 函数 的 微分 公式 与 微分 运算 法 则 


从 函数 的 微分 的 表达 式 
dy=f'(x)dx 

可 以 看 出 ,要 计算 函数 的 微分 ,只 要 计算 函数 的 导数 ,再 乘 自 变量 的 微分 . 因此 ， 
可 得 如 下 的 微分 公式 和 微分 运算 法 则 . 

1. 基本 初等 函数 的 微分 公式 

由 基本 初等 函数 的 导数 公式 ,可 以 直接 写 出 基本 初等 函数 的 微分 公式 .为 了 
便于 对 照 ,列表 于 下 : 
导数 公式 


(a) =p 










微分 公式 
d(x“ )= px" dx 








(sin x)’=cos х d( sin x)= cos хах 
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导数 公式 








( соз х)'=-—-в5їп х 
(tan x)'=sec2x 
(cot х)'=-сзс°х 
(sec х) '=sec xtan х 


(ese х)'=—сзс xcol x 


(а“)'=а'1па (a>0 Н a#1) 











l'e 
(1ов„х)'=—1— (a>0 H a#1) 
xln a 
(jn ку! жел: 
x 
1 
(arcsin х)'= = 
1-х 
1 
( arccos х)'=- 
1-х 
(arctan х) БТ: 








(arccot х) "= 一 





аж 
微分 公式 


d( cos x)= -sin хах 





d( tan x)= sec’ xdx 
d( col x ) = —csc хіх 
а( sec х) = sec xtan хх 


d( cse х) = —сзс хсо{ хіх 


4(а*)= аһ айх (а>0 ВН а=1) 


а(е*) = ех 


хіп a 


4(108,х) = 





ах (а>0 Н аз 1) 
1 
d(In х)= — s 


1 
d( arcsin x)= 一 一 一 dz 





d(arccos x)= 7 
1-х 





l 
d(arctan x)= P zd% 


d( arecot x)= zet zdx 


1 
1+? 1+х 


2. 函数 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 法 则 


由 函数 和 , 差 \ 积 、 商 的 求 导 法 则 ,可 推 得 相应 的 微分 法 则 .为 了 便于 对 照 , 列 
Ж РЖ (4 и=и(х) ,v=v(x) 都 可 导 ). 





函数 和 、 差 \ 积 、 商 的 求 导 法 则 





函数 和 \ 差 积 \ 商 的 微分 法 则 





(и+›)'=и'+ь' 
(Си)'=Си' 


(ио) ' = ш'о+ит! 





А (v0) 


) ! u'u-u' 
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а( ижр) = dutdv 
а( Си) = Саи 


d( uv) = vdutudv 


(=) — н (20) 
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现在 我 们 以 乘积 的 微分 法 则 为 例 加 以 证 明 . 
根据 函数 微分 的 表达 式 ,有 
d(uv)= (ир) 'ах. 


再 根据 乘积 的 求 导 法 则 ,有 
(иъ)'=и'ъ+из'. 
于 是 
d(uu)= (u'v+uv')dx=u'vdx+uv'dx. 
由 于 
u'dx=du, v'dx=dv, 
所 以 


а( ир) = sdu+udo. 


其 他 法 则 都 可 以 用 类 似 方法 证 明 . 
3. 复合 函数 的 微分 法 则 


与 复合 函数 的 求 导 法 则 相应 的 复合 函数 的 微分 法 则 可 推导 如 下 : 
É y=f(u) u=g(x)#B n] s ‚ШЖ РА y=fl g(x) ] 的 微分 为 
dy=y',dx=f'(u)g'(x)dx. 
由 于 g'(x)dx=du, 所 以 ,复合 函数 y=f[L g(x) ] 的 微分 公式 也 可 以 写成 
dy=f'(u)du 或 dy=y'du. 

ш п] B, еи 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ,微分 形式 dy=f'(u)du 保持 不 
变 . 这 一 性 质 称 为 微分 形式 不 变性 . 这 性 质 表 示 , 当 变 换 自 变量 时 ,微分 形式 
dy=f'(u)du 并 不 改变 . 

例 3 y=sin(2x+1), 求 dy. 

解 把 2x+1 ERPE и, Д] 

dy =d(sin и) = cos иди=соз(2х+1)4(2х+1) 
= cos(2x+1) + 2dx=2cos(2x+1 ) dx. 

在 求 复合 函数 的 导数 时 ,可 以 不 写 出 中 间 变 量 . 在 求 复合 函数 的 微分 时 ,类 
似 地 也 可 以 不 写 出 中 间 变 量 . 下 面 我 们 用 这 种 方法 来 求 函数 的 微分 . 

例 4 y=In(1+e”) , 求 dy. 


Ж aai e 








4(1+е* у= г ==: e” d(x’) 
e 








х? 
l+e 
x2 x? 
e 2xe 
= z * 2xdx = zdx. 
А x 
] +e 1+e 


J5 у=е cos х, dy. 
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解 应 用 积 的 微分 法 则 ,得 
dy =d(e “cos x)= cos xd( e" *) +e! d( eos x) 
= (сов x)e' ( —-3dx)+e!( -sin хіх) 
= –е!7*(3соѕ x+sin х) dx. 
6 在 下 列 等 式 左 端的 括号 中 填 入 适当 的 函数 ,使 等 式 成 立 . 
(1) 4( )=Ẹxdx; (2) 4( )=соѕ wtdt (030). 
解 (1) 我 们 知道 ， 


d(x°)= 2хах. 
可 见 
1 2 х? 
хЧх =--4(х )= 445) В 
Bp 
д? 
dl >) =xdx. 
一 般 地 ,有 
4(^-+с) =xdx (C 为 任意 常数 ). 
(2) 因为 
d( sin ої) = weos wtdi, 
可 见 
cos ai sin wt)= dl 2i o) , 
w w 
Вр 
dws ot) =cos wt dt. 
一 般 地 ,有 


(эһ ос) =cos wtdt (C HERAA, о 0). 
四 、 微 分 在 近似 计算 中 的 应 用 


1. 函数 的 近似 计算 
在 工程 问题 中 ,经 常会 遇 到 一 些 复杂 的 计算 公式 . 如 果 直接 用 这 些 公 式 进行 
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计算 , 那 是 很 费力 的 . 利用 微分 往往 可 以 把 一 些 复杂 的 计算 公式 用 简单 的 近似 公 
式 来 代替 . 
前 面 说 过 ,如 果 y=f(x) 在 点 zx 处 的 导数 . 广 (xo) 天 0, 且 1Axl1 很 小 时 ,我 们 有 
Ду =dy=f' (x) Ах. 


这 个 式 子 也 可 以 写 为 
Ay=f(xotAx) (х) ~f (х) Ах, (5-4) 
或 
f(xotAx) = f(x) +f ' (х) Ах. (5-5) 
在 (5-5) 式 中 令 x=xo+Ax, 即 Ax=x-xo ,那么 (5-5) 式 可 改写 为 
Кх) =f (х) +F (xo) (х-к). (5-6) 


ШЖ х) f Охо) BRDA, RATAA (5-4) ARKE MAR Ay, 利 用 
(5-5) 式 来 近似 计算 f(xo+Ax) ‚вй ЖН] (5-6) RKM /(х). 这 种 近似 计算 
的 实质 就 是 用 x 的 线性 函数 f(x。)+f'(xo)(x-%xo) 来 近似 表达 函数 作 x). 从 导数 
的 几何 意义 可 知 ,这 也 就 是 用 曲线 y=f(x*) 在 点 (x。 ,f(xo)) 处 的 切线 来 近似 代 壹 
该 曲线 (就 切 点 邻近 部 分 来 说 ). 

例 7 有 一 批 半径 为 1 cm 的 球 ,为 了 提高 球面 的 光洁 度 ,要 镀 上 一 层 铜 , 厚 
度 定 为 0.01 cm. 估计 一 下 每 只 球 需 用 铜 多 少 克 ( 铜 的 密度 是 8.9 g/cm)? 

解 ” 先 求 出 镀层 的 体积 ,再 乘 密 度 就 得 到 每 只 球 需 用 铀 的 质量 . 


因为 镀层 的 体积 等 于 两 个 球体 体积 之 差 ,所 以 它 就 是 球体 体积 V =n? эң 
R 自 R, 取 得 增 量 AR 时 的 增 量 AV. 我 们 求 了 对 А 的 导数 


ү' 





„ч (т) |, 1998. 
由 (5-4) 式 得 
AV=4rR AR. 
将 R, =1,AR=0. 01 RAER, 48 
AV=4x3. 14x1°x0. 01 =0. 13(cm°), 
于 是 镀 每 只 球 需 用 的 铜 约 为 
0. 13х8.9=1. 16(g). 
例 8 利用 微分 计算 sin 30°30' 的 近似 值 . 
解 ” 把 30°30' 化 为 弧度 ,得 


° ‚_ 1С. w 
30°30' = 6 +360 


HH FAR И ДЕЛЕ 32 KR E ‚ЕТЖ f(x) = sin x. 此 时 / (х) = cos х. 如 果 取 xo 
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II 


=S M /[$) =sin S = 


较 小 . 应 用 (5-5 ) 式 便 得 


证 与 / (村 =eos ЖУУ җиз Нда тн 


РРР | Y Ya АТ Др ИС И 
sin30°30 =sin( 6 | ~ sin 6 +cos 6 ` 360 
= “З. эе =. 500 0+0. 007 6 =0. 507 6. 
下 面 我 们 来 推导 一 些 常 用 的 近似 公式 , 为 此 ,在 (5-6) 式 中 取 xo=0, 于 是 得 
J(x)==f(0)+f'(0)x. (5-7) 


应 用 (5-7) 式 可 以 推 得 以 下 几 个 在 工程 上 常用 的 近似 公式 (下 面 都 假定 
lx*1 是 较 小 的 数值 ) : 

(i) (1+х)°==1+ех (ae R); 

(її) ѕіпх=х (х 用 弧度 作 单 位 来 表达 ) ; 

(iii) tan x 二 x (xx 用 弧度 作 单位 来 表达 ) ; 

(iv) e*= 1+x; 

(v) In(1+x) =x. 

证 (1) 在 第 一 章 第 九 节 例 7 中 我 们 已 经 知道 (1+x)"-1~ax (xz 一 0) ,从 
而 得 出 这 个 近似 公式 . 在 这 里 ,我们 利用 微分 证 明 . Җ/(х)= (1+x)" ,那么 f(0)= 
1 (0)=a(l+x)” | =a, 代 人 (5-7) 式 便 得 

| (1+х)* =1+ах. 

证 (ii) Ж / (х) = sin х, А 00) = 0,7 '(0) = cos х ,=1, 代 入 (5-7) 式 
便 得 

sin х==х. 

其 他 几 个 近似 公式 可 用 类 似 方 法 证 明 ,这 里 从 略 了 . 

例 9 计算 V1.05 的 近似 值 . 

解 J1.05 =./1+0.05 ， 


这 里 x=0.05, 其 值 较 小 ,利用 近似 公式 (i) (а= 9806) , 便 得 


/I-05 =1+> (0. 05)= 1.025. 


如 果 直 接 开 方 , 可 得 
V1.05 =1. 024 70. 
将 两 个 结果 比较 一 下 ,可 以 看 出 ,用 1. 025 作为 V1. 05 的 近似 值 ,其 误差 不 超过 
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0. 001 ,这 样 的 近似 值 在 一 般 应 用 上 已 够 精确 了 . 如 果 开 方 次 数 较 高 ,就 更 能 体现 
出 用 微分 进行 近似 计算 的 优越 性 . 


`2. 误差 估计 


在 生产 实践 中 ,经 常 要 测量 各 种 数据 . 但 是 有 的 数据 不 易 直 接 测 量 , 这 时 我 
们 就 通过 测量 其 他 有 关 数 据 后 ,根据 某 种 公式 算出 所 要 的 数据 . 例如 ,要 计算 圆 


钢 的 截面 积 4, 可 先 用 卡尺 测量 圆 钢 截面 的 直径 D, 然 后 根据 公式 A= TD 8 


tH A. 

由 于 测量 仪器 的 精度 测量 的 条 件 和 测量 的 方法 等 各 种 因素 的 影响 , 测 得 的 
数据 往往 带 有 误差 ,而 根据 带 有 误差 的 数据 计算 所 得 的 结果 也 会 有 误差 ,我 们 把 
它 叫 做 间接 测量 误差 . 

下 面 就 讨论 怎样 利用 微分 来 估计 间接 测量 误差 . 

先 说 明 绝 对 误差 .相对 误差 的 概念 . 

如 果 某 个 量 的 精确 值 为 4, 它 的 近似 值 为 a, 那么 14-al 叫 做 a 的 绝对 误差 ,而 绝 


对 误差 与 al 的 比值 -my 做 a 的 相对 误差 


lal 

在 实际 工作 中 , 某 个 量 的 精确 值 往往 是 无 法 知道 的 ,于 是 绝对 误差 和 相对 误 
差 也 就 无 法 求 得 . 但 是 根据 测量 仪器 的 精度 等 因素 ,有 时 能 够 确定 误差 在 某 一 个 
范围 内 . 如 果 某 个 量 的 精确 值 是 4, 测 得 它 的 近似 值 是 a, 又 知道 它 的 误差 不 超过 
6,, 即 








1A-al <6,, 
那么 6 叫做 测量 4 的 绝对 误差 限 ,而 -叫做 测量 А 的 相对 误差 限 . 


例 10 设 测 得 圆 钢 截面 的 直径 D= 60. 03 mm, 测 量 D 的 绝对 误差 限 ô, = 


0.05 mm. 利用 公式 
A=—D’ 


计算 圆 钢 的 截面 积 时 , 试 估计 面积 的 误差 . 
解 ” 如 果 我 们 把 测量 D 时 所 产生 的 误差 当 作 自 变量 D 的 增 量 AD, 那 么 , 利 


用 公式 А= D KHA А 时 所 产生 的 误差 就 是 函数 4 的 对 应 增 量 AA. 4 | AD 1 4Ë 
小 时 ,可 以 利用 微分 dA 近似 地 代替 增 量 AA, Вр 


АА=4А=А'. AD=5D - AD. 
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由 于 DD 的 绝对 误差 限 为 6,=0.05 mm, 所 以 
IADI<8,=0.05, 
而 
Е = Tp. тр. 
IAAI = 1841=7-0 + IADI <D б, 
因此 得 出 4 的 绝对 误差 限 约 为 
8, => . ô = 60. 03x0. 05 ==4.712(тт?); 
A 的 相对 误差 限 约 为 





一 般 地 ,根据 直接 测量 的 x 值 按 公 式 у=/(х) ТЖ. y 值 时 ,如 果 已 知 测量 + 
的 绝对 误差 限 是 6. , 即 
IAx|=<56,, 
ЛА, 4 у' 0 时 ,y 的 绝对 误差 
lAyl= dyl=ly'| • IAxl<1y’| + 8б,, 





Вр y 的 绝对 误差 限 约 为 
акун. (5-8) 
y 的 相对 误差 限 约 为 
8, -|2| A (5-9) 
КААШ; 


以 后 常 把 绝对 误差 限 与 相对 误差 限 简称 为 绝对 误差 与 相对 误差 . 
习 # 2-5 


1. 已 知 y=x -x, 计 算 在 x=2 处 当 Ах 分别 等 于 1,0.1,0.01 时 的 Ду № dy. 

2. 设 函 数 y=/(x) 的 图 形 如 图 2-12 , 试 在 图 2-12(a) (b), (e), (d) "АКТЕ ху 
的 dy Ay 及 Ay-dy ,并 说 明 其 正 负 . 

3. 求 下 列 函 数 的 微分 : 





(1) у=-_+2/ (2) у=хвш 2х; 
(3) y= 一 二 一 ; (4) y=lnz(1-x); 
Jx +1 
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У y 
y=fG@) 
у=/(х) 
o Xo Xo+Ax x О Xo XotAx x 
(a) (b) 
> y у=) 
у=/(х) 
о Xo XotAx x о хо XotAx x 
(с) (d) 
图 2-12 
(5) у=х?е”; (6) у=е *соѕ(3-х) ; 
(7) y=arcsin / 1-а? ; (8) y=tan’(1+2x’ ); 
(9) y=arctan е, (10) s=AÁAsin(ot+@) (4\w.p 是 常数 ). 
x 
4. 将 适当 的 函数 填 入 下 列 括 号 内 ,使 等 式 成 立 : 
(1) d( )=2dx; (2) 4( )= 3xdx; 
(3) d( )=cos tdt; (4) 4( )=sin wxdx (w#0); 
1 ae. 
(5) d( б=т» (6) d( )=e "dx; 
(7) d( J= Её (8) d( )= sec’3xdz. 
5. 如 图 2-13 所 示 的 电缆 408 的 长 为 *, 跨 度 为 27, 电 缆 的 最 低 点 0 与 杆 顶 连 线 AB Н 
离 为 几 则 电缆 长 可 按 下 面 公式 计算 ‚А В, 
7 27? 站 Д 
(т) ， 


当 f 变 化 了 Af 时 ,电缆 长 的 变化 约 为 多 少 ? 

6. 设 扇形 的 圆心 角 a=60°, 半 径 尺 =100 cm (图 
2-14). WR RERE, a 减少 30', 问 扇形 面积 大 约 改 变 了 
多 少 ? 又 如 果 a 不 变 ,R 增加 1 cm, 问 扇形 面积 大 约 改变 图 2-13 
了 多 少 ? 
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2-14 2-15 


7. 计算 下 列 三 角 函 数值 的 近似 值 : 


(1) cos 29°; (2) tan 136°. 
8， 计算 下 列 反 三 角 函 数值 的 近似 值 : 
(1) arcsin 0.500 2; (2) arccos 0. 499 5. 


9. 当 1x1 较 小 时 ,证明 下 列 近似 公式 : 
(1) tan x= x(x 是 角 的 弧度 值 ) (2) In(1+x) =x; 


(3) Ух 14-а; (4) "ss lai: 


并 计算 tan 45' 和 ln 1.002 的 近似 值 . 

10. 计算 下 列 各 根 式 的 近似 值 : 

(1) 996; (2) у/65. 

“11. 计算 球体 体积 时 ,要 求 精确 度 在 2% 以 内 问 这 时 测量 直径 也 的 相对 误差 不 能 超过 多 
少 ? 

“12. 某 厂 生 产 如 图 2-15 所 示 的 扇形 板 , 半 径 尺 =200 mm ,要 求 中心 角 a 为 55°. 产品 检验 
时 ,一般 用 测量 弦 长 /的 办 法 来 间接 测量 中 心 角 a. 如 果 测 量 弦 长 ! 时 的 误差 8 =0.1 mm, [8] 
由 此 而 引起 的 中 心 角 测 量 误差 8. 是 多 少 ? 


总 习题 二 


1. 在 "充分 “必要 "和 “充分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 填 人 下 列 空格 内 : 

(1) f(x) E SÁ xo B] S ҖЕ f( x) fE Fš. xo 连 续 的 ЖЕ. Лх) ТЕ х (х) fE 
Az B| Ж. 

(2) х) Е хо РКУ (xo) ЖА SR f (хо) BEEM ЖЖ f(x) {Ед хо ПГ ФНО 
人 

(3) f(x) 在 点 xo 可 导 是 了 (x) 在 点 хо E ИО 条 件 . 

2. (х) = (+1) (х+2) --: (x+n) (n=2), 则 f'(0)= 

3. 下 述 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 

设 f(x) 在 x*=a 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 则 /(x) 在 x=a 处 可 导 的 一 个 充分 条 件 是 
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总 习题 二 





( Ja 
(A) Jim А70) -Ka)] 存在 . 
(B) lit Aath) ер. 
. f(a+h)-f( a-h). 
(С) I etu Ла ард 
(D) h 22 а) fee. 


4. 设 有 一 根 细 棒 , 取 棒 的 一 端 作为 原点 , 棒 上 任意 点 的 坐标 为 x, 于 是 分 布 在 区 间 [0,x] 
上 细 棒 的 质量 m 15 x FERRARE m =m( x) - 应 怎样 确定 细 棒 在 点 zxo 处 的 线 密度 (对 于 均匀 
细 棒 来 说 ,单位 长 度 细 棒 的 质量 叫做 这 细 棒 的 线 密 度 )? 


5 根据 导数 的 定义 , 求 *)= 一 的 导数 . 
6. 求 下列 函 数 放 x) 的 1“(0) 及 f'(0) ,又 /'(0) 是 否 存 在 : 





(1) f(x)= sin x, х<0, 
= “ass; х20; 
== x#0, 
(2) f(x)= {1+ет 
0, х= 0. 


7. 讨论 函数 


0, х=0 


在 x=0 处 的 连续 性 与 可 导 性 . 
8. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


(1) y=arcsin( sin x); (2) y=arctan 112, 
(3) y=ln tan -eos x» ln tan x; (4) y=ln(e'+ / l+e”); 


(5) y= 0), 
9. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导数 : 





(1) y=cos°x > ln x; (2) y= „нң 
1 —x° 
` 10. 求 下 列 函 数 的 n 阶 导数 : 
(1) y= laz; (2) y= 


11. 设 函 数 y=y(x) 由 方程 e +xy=e 所 确定 , 求 y"(0). 
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z 
12. ЖТ SO Йй ЕТЕ АЖЫ -NIREA MIRE: 


3 
х=асоѕ 0, x=ln 1+ , 
(1) | | (2) | 
y=asin 0; y=arctan t. 


х=2е', 

з. 求 曲线 | “在 1=0 相应 的 点 处 的 切线 方程 及 法 线 方程 

y=e 
14. ВЯ f(x) ЈИ 5 的 连续 函数 , 它 在 x=0 的 某 个 邻 域内 满足 关系 式 
fll+sin x)-3/(1-sin x)= 8z+o(x), 

且 f(x) 在 x=1 处 可 导 , 求 曲线 y=f(x) 在 点 (6,f(6)) 人 处 的 切线 方程 . 

15. 当 正在 高 度 互 水 平 飞行 的 飞机 开始 向 机 场 跑道 下 降 时 ,如 图 2-16 所 示 从 飞机 到 机 
场 的 水 平地 面 距 离 为 工 假设 飞机 下 降 的 路 径 为 三 次 函 
数 y=ax +bx +cx+d ЕЖ, ЖФ у, „= Н, уі, =0. 
确定 飞机 的 降落 路 径 . 

16. 甲 船 以 6 km/h 的 速率 向 东 行 驶 , 乙 船 以 8 km/h 
的 速率 向 南 行驶 . 在 中 午 十 二 点 整 , 乙 船 位 于 甲 船 之 北 
16 km 处 . 问 下 午 一 点 整 两 船 相 离 的 速率 为 多 少 ? 

17. 利用 函数 的 微分 代替 函数 的 增 量 求 V1. 02 的 近似 值 . 


18. 已 知 单 的 振动 周期 7=2m 和 /二 ,其 中 g=980 em/s ,1 为 所 长 (单位 为 em). 设 原 捍 
长 为 20 em ,为 使 周期 了 增 大 0. 05 s, 摆 长 约 需 加 长 多 少 ? 
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上 一 章 里 ,从 分 析 实 际 问题 中 因 变量 相对 于 自 变量 的 变化 快慢 出 发 ,引进 了 
导数 概念 ,并 讨论 了 导数 的 计算 方法 . 本 章 中 ,我 们 将 应 用 导数 来 研究 函数 以 及 
曲线 的 某 些 性 态 , 并 利用 这 些 知 识 解 决 一 些 实际 问题 . 为 此 , 先 要 介绍 微分 学 的 
几 个 中 值 定理 ,它们 是 导数 应 用 的 理论 基础 . 


第 一 节 ”微分 中 值 定理 


我 们 先 讲 罗 尔 (Rolle) 定 理 , 然 后 根据 它 推出 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 
和 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 . 


一 、 罗 尔 定理 


首先 ,我 们 观察 图 3-1. 设 曲线 弧 奶 是 函数 y=/(x) (xe[a,6b]) 的 图 形 . 这 
是 一 条 连续 的 曲线 弧 , 除 端点 外 处 处 有 不 垂直 y 
于 x 轴 的 切线 ,上 且 两 个 端点 的 纵 坐 标 相 等 , 即 
f(a)=f(5). 可 以 发 现在 曲线 弧 的 最 高 点 C 处 或 P ana 
最 低 点 D 处 ,曲线 有 水 平 的 切线 . 如 果 记 点 C 的 | 
WIRK £ RZ SE / '(ё) = 0. 现在 用 分 析 语 
言 把 这 个 几何 现象 描述 出 来 ,就 可 得 下 面 的 罗 
尔 定理 . 为 了 应 用 方便 , 先 介绍 费 马 (Fermat) 
引 理 . 

费 马 引 理 ” 设 函数 /(%) 在 点 各 的 某 邻 域 U(xo) 内 有 定义 ,并 且 在 x, 处 可 导 ， 
如 果 对 任意 的 xe U(x。) ,有 

Кх) f(xo) (s f(x) /f(x,)), 





| 
| 
| 
| 
š 





3-1 


BË Z, f'(xo)= 0. 
证 不 妨 设 xe Ula) HESCO) =< f(x.) СД f(x) > f(xo) , ПИЗ Hb iF 
89). 于 是 ,对 于 xo+Axe О(х,) ,有 
f(xot+Ax) (х), 
从 而 当 Ax>0 时 ， 


-= J25 » 
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J( x +Ax)—f( x, ) =0: 
Ах 2 





当 Ax<0 Н], 
f(xotAx) -f(xo) Е 
Ах 
IR HE Р& ЖК f( x) ТЕ x; B| Sp BJ Ж 1 ЖЖЖ ИЯ WU hat 5 РЕ, 8 48 8] 
f(xotAx) (х) КЕ 


0. 


(к) =. (хо) = lim А 0, 
Ax 一 0+ x 
k +Á )—/( xo 
Р) Раз) = lim В A) „у 





所 以 ,f'(xo)=0. 证 毕 . 

通常 称 导数 等 于 零 的 点 为 函数 的 驻 点 (或 稳定 点 ,临界 点 ). 

罗 尔 定理 ”如 果 函 数 /(x) 满足 

(1) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ; 

(2) Жк 8 a,b) HTF; 

(3) 在 区 间 端 点 处 的 函数 值 相等 , 即 (а) = 00), 
那么 在 (a,6) 内 至 少 有 一 点 (a<£<b) ,使 得 /'(&)=0. 

证 由 于 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,根据 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 大 值 最 
小 值 定理 ,f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 必定 取得 它 的 最 大 值 M 和 最 小 值 m. 这 样 ,只 
有 两 种 可 能 情形 : 

(1) M=m. 这 时 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 必然 取 相 同 的 数值 M: f(x) = M. 由 此 ， 
Vxe (a,b), 有 /'(x)=0. 因 此, 任 取 ge(a,b), 有 f/'(#)=0. 

(2) M>m. 因为 /(a)=/(58), 所 以 M 和 m 这 两 个 数 中 至 少 有 一 个 不 等 于 
/(x) 在 区 间 [a,6] 的 端点 处 的 函数 值 . 为 确定 起 见 ,不 妨 设 Mz f(a) Ж тэ 
f(a) ,证 法 完全 类 似 ) ,那么 必定 在 开 区 间 (a,6) AA A EESE) = М. 
因此 ,VYxe[a,6], 有 f(x) <f(&) ,从 而 由 费 马 引 理 可 知 f'(&)=0. 

定理 证 毕 . 


二 、 拉 格 朗 日 中 值 定理 


罗 尔 定理 中 f(a)=f(5) 这 个 条 件 是 相当 特殊 的 , 它 使 罗 尔 定理 的 应 用 受到 
限制 . 如 果 把 作 a)=_f(5) 这 个 条 件 取消 ,但 仍 保留 其 余 两 个 条 件 , 并 相应 地 改变 
结论 ,那么 就 得 到 微分 学 中 十 分 重要 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 

拉 格 朗 日 中 值 定理 ”如果 函数 (x) 满足 
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5—6 ”微分 中 值 定理 





(1) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ; 
(2) ERRA (a, b) ATF, 
MALE, b) 内 至 少 有 一 点 上 (a<£<b) ,使 等 式 


fOb)-f(a)=f'(£) (b-a) (1-1) 
成 立 . 
在 证 明之 前 , 先 看 一 下 定理 的 几何 意义 .如 > 
果 把 (1-1) 式 改写 成 e ; 
Л Rba) уду к 





| 

К А 
о A Ж 
| ==] 


FE ЖШ ZR fE дд C 处 的 切线 的 斜率 . 因此 拉 格 
朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 是 :如 果 连 续 曲 线 y= 


xz) 的 弧 48B 上 除 端 点 外 处 处 具有 不 垂直 于 x 轴 的 切线 ,那么 这 弧 上 至 少 有 一 点 
C ,使 曲线 在 点 C 处 的 切线 平行 于 弦 AB. 

从 图 3-1 看 出 ,在 罗 尔 定理 中 ,由 于 f(a)=/(b) ‚Ж АВ 是 平行 于 x 轴 的 , 因 
此 点 C 处 的 切线 实际 上 也 平行 于 弦 AB. 由 此 可 见 , 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 的 特殊 情形 . 

从 上 述 拉 格调 日 中 值 定 理 与 罗 尔 定理 的 关系 ,自然 想到 利用 罗 尔 定理 来 证 
明 拉 格 朗 日 中 信和 定理 .但 在 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 ,函数 f(x) 不 一 定 具备 f(a)= 
f(5) 这 个 条 件 ,为 此 我 们 设想 构造 一 个 与 f(x) 有 密切 联系 的 函数 p(x)( 称 为 畏 
助 函数 ) ,使 p(%) 满足 条 件 p(a)= Ф(6). 然后 对 pg(%) 应 用 罗 尔 定理 ,再 把 对 
ф(х) 所 得 的 结论 转化 到 f(x) 上 ,证 得 所 要 的 结果 . 我 们 从 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 
几何 解释 中 来 寻找 辅助 函数 ,从 图 3-2 中 看 到 ,有 向 线段 NM 的 值 是 x 的 函数 ， 
把 它 表示 为 p(x) , 它 与 Kx) 有 密切 的 联系 , 且 当 x=a 及 x=b 时 ,点 1 与 点 N 重 
合 , 即 有 ep(a)=p(b)=0. 为 求 得 函数 p(z) 的 表达 式 , 设 直线 AB 的 方程 
为 y=L(x), 则 


| 


Іх) = а) #020) aa), 
由 于 点 M.N WJ b ЖЯ f(x) L), LISER NM 的 值 的 函数 
ебх) = (х) Ша) = 0а) Aa) PF а). 


下 面 就 利用 这 个 辅助 函数 来 证 明 拉 格 明日 
定理 的 证 明 引进 辅助 函数 
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ебх) = fla) Aa) LEPAA a), 


容易 验证 函数 p(x) 适 合 罗 尔 定理 的 条 件 :p(a)= ф(5)= 0,фр(х) ЖИ É M 
Lab] EER ЯК (а b NTE, 
TOR 70) LVL. 
-а 


根据 罗 尔 定理 ,可 知 在 (a,b) 内 至 少 有 一 点 ,使 pg'(E&)=0, 即 


ус КОК „о, 
由 此 得 
Ба) р, 
ш 
fb) а) =") (b-a). 
定理 证 毕 . 


显然 ,公式 (1-1) 对 于 b<a 也 成 立 . (1-1) 式 叫做 拉 格 朗 日 中 值 公式 . 
设 x 为 区 间 [a,b] 内 一 点 ,x+Ax 为 这 区 间 内 的 男 一 点 (Ax>0 或 Ax<0) , 则 公 
式 (1-1) 在 区 间 [x,x+Ax]( 当 Ax>0 HF) REKE [x+ Ax, x] 
( 当 Ax<0 时 ) 上 就 成 为 
J(x+Ax)-f(x)=f'(x+0Ax) + Ах (0<0<1). (1-2) 
这 里 数值 9 在 0 与 1 之 间 , 所 以 x+9Ax 是 在 x 与 x+Ax 之 间 . 
如 果 记 fx) 为 y, 那 么 (1-2) 式 又 可 写成 
Ay=f'(x+0Ax) + Ах (0<0<1). (1-3) 
我 们 知道 ,函数 的 微分 dy=f'(x) + Ах 是 函数 的 增 量 Ay 的 近似 表达 式 ,一 般 说 
来 ,以 dy 近似 代替 Ay 时 所 产生 的 误差 只 有 当 Ax 一 0 时 才 赵 于 零 ; 而 (1-3) 式 却 
给 出 了 自 变量 取得 有 限 增 量 Ax(1Ax1 不 一 定 很 小 ) 时 ,函数 增 量 Ay 的 准确 表达 
式 . 因此 ,这 个 定理 也 叫做 有 限 增 量 定理 ,(1-3) 式 称 为 有 限 增 量 公式 . 拉 格 朗 日 
中 值 定理 在 微分 学 中 占有 重要 地 位 ,有 时 也 称 这 定理 为 微分 中 值 定理 . 在 某 些 问 
题 中 当 自 变量 取得 有 限 增 量 Ах 而 需要 函数 增 量 的 准确 表达 式 时 , 拉 格 朗 日 中 
值 定理 就 显 出 它 的 价值 . 
作为 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 来 导出 以 后 讲 积分 学时 很 有 用 的 
一 个 定理 . 我 们 知道 ,如 果 函 数 f(x) 在 某 一 区 间 上 是 一 个 常数 ,那么 f(x) 在 该 区 
间 上 的 导数 恒 为 零 . 它 的 道 命题 也 是 成 立 的 ,这 就 是 : 
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EE ШЖ Ух) EKAI HER, 内 中 可 导 且 导数 恒 为 零 ,那么 Kx) 
在 区 间 1 上 是 一 个 常数 . 
证 在 区 间 7 上 任 取 两 点 x,、x。(xi<x,) ,应 用 (1-1) 式 就 得 
J(x,)—-f(x,)=f'(£)(x,-x, ) (x <£<x,). 
HRES (2) = 0, 所 以 f(x,)-f(x,)=0, 即 
J(x,)= fC). 
I х.х, I БЕА, Pi A E E ERK f(x) ЕГ E BJ R 28 48 ЕАН F 
的 ,这 就 是 说 ,f(x) 在 区 间 1 上 是 一 个 常数 . 
从 上 述 论证 中 可 以 看 出 ,虽然 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 的 & 的 准确 数值 不 知道 ， 
但 在 这 里 并 不 妨碍 它 的 应 用 . 
例 ”证明 当 x>0 Bf, 
1+х 
证 0/01) = (1+0), TISO) EKE [0,х] ЕЙ E Tu Н F {Н ZE ИН) 
条 件 ,根据 定理 ,应 有 


<ln(1+x) <x. 


f(x)-f(0)=f'(£)(x-0),0<£<x. 
HT /(0)=0,f'G)= — Ж EREK 


1+ 


х 


ln(1+x)= 


Ја 
又 由 0<£<x ,# 
— 2 et, 
l+x 1+ё 
即 
— <In(1+x)<x(x>0). 
1+х 
三 、 柯 西 中 值 定 理 


上 面 已 经 指出 ,如 果 连 续 曲 线 弧 鳄 上 除 端点 外 处 处 具有 不 垂直 于 横 轴 的 切 


线 ,那么 这 段 弧 上 至 少 有 一 点 C ,使 曲线 在 点 C 处 的 切线 平行 于 弦 АВ. ABH £ 
数 方程 


Q) x 在 区 间 1 内 指 xe1, 且 x 不 是 1 的 端点 . 
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х=Ф(1), 
мө 
表示 ,其 中 i 为 参数 , 则 曲线 上 点 (x,y) 处 的 切线 斜率 为 
Чу _'(ї) 
dx @'(t)' 


(astsb) 





弦 АВ 的 斜率 为 
wb) -ya) 
e(b)-e(a) 
假定 点 C 对 应 于 参数 :=z, 那 么 曲线 上 点 C 处 的 切线 平行 于 弦 AB ,可 表示 为 
yo) a) pE 
e(b)-e(a) ф'(ё) 
这 是 函数 在 参数 方程 形式 下 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 表达 形式 . 通过 对 这 个 特殊 
问题 的 思考 ,可 以 得 到 以 下 一 般 性 的 结论 . 
柯 西 中 值 定 理 Ш (х) А К(х) E 
(1) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a,4b) 内 可 导 ; 
(3) ЧЕ — хє (а,Б),Е'(х) #0, 
ЯА (а,Ь) 内 至 少 有 一 点 ,使 等 式 


ЛЬ) f(a) S'E) 
F(b)-F(a) Е'(ё) 








(1-4) 
成 立 . 


在 定理 证 明之 前 , 先 对 要 证 的 结论 作 一 些 分 析 , 以 便 寻 找 证 明 的 思路 . 
要 证 在 (a,b) 内 至 少 有 一 点 才 , 使 等 式 (1-4) 成 立 , 即 成 立 





fb) Ка) ку! 
Par OTO 
或 
; Хь) Ка) роу 
PE- pa 48) 9 
若 设 函数 
f(b) -f(a) 
а) ed (Xs 
则 要 证 成 立 


PDF EO ар) = о. 


由 此 联想 到 :是 否 可 以 利用 罗 尔 定理 来 证 明 . 而 要 做 到 这 一 点 ,关键 是 需要 
检查 函数 g(x) 在 闭 区 间 [a,b] 两 端点 处 的 函数 值 是 否 相 等 ? 
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因为 
РЬ) а) _ ТЕ(Ь)-Е(а) lf(x)-[f(b) а) ]F(z) 
PS рау CA: (Б) (а) А 
g(ajs (6) -Е(а) 10а) 7) а) ]F(a)_ F(b)/(a)-F(a)f(b) 
Е(Ь)-Е(а) Е(Ь)-Е(а) Р 
ойы LF(b)-F(a)]/(b)-L/(b)-((a) 1Е(Ь)_ F(b)/(a)—F(a)/(b) 
F(b)-F(a) F(b)-F(a) И 











所 以 





сву а) -Fla fb) 
OE LD i rO 


由 以 上 分 析 可 知 ,可 以 通过 引入 辅助 函数 p(x) ,对 p(x) 应 用 罗 尔 定理 来 证 
明 本 定理 . 
证 首先 注意 到 (5b)-F(a) 0. 这 是 由 于 
MBYLPCG) HP (n) lba), 
其 中 a<m<b, 根 据 假 定 Е'(1) 0, X b-a=0, PF 
Е(Ь)-Е(а) #0. 
设 辅助 函数 
еб) fla) -ERKA Fa), 
显然 ,p(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 , 且 
F(b)f(a)-F(a)f(b) 


ё(а)= (6) = РС EDR, 
Ф) 6 2 UE E W & (а) АЕР AE 
POF E 0р) 0, 
由 此 得 
РО) Ра) FE) 
ЖЕН. 


RAT, RA К(х)=х, А F(b)-F(a)=b-a,F'(x)=1, AMAR- 
4) 就 可 以 写成 : 
f(b)-f(a)=f'(£)(b-a) (а<ё<Ь), 
这 样 就 变 成 拉 格 朗 日 中 值 公式 了 . 
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习 题 3-1 


1. 验证 罗 尔 定理 对 函数 y=n sin x 在 区 间 | =, =] 上 的 正确 性 
2. 验证 拉 格 朗 日 中 值 定理 对 函数 y=4x -5x*+x-2 在 区 间 [0,1] 上 的 正确 性 . 
3. 对 函数 /x)= sin x 及 F(x)=xtcos x 在 区 间 | 90, 于 | 上 验证 柯 西 中 值 定理 的 正确 性 


4. 试 证明 对 函数 y=px +gx+r 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 时 所 求 得 的 点 专 总 是 位 于 区 间 的 正 
中 间 . 

5. КАНЖА (х) = (x-1)(x-2)(x-3)(x-4) 的 导数 ,说 明 方 程 1'(x)= 0 AILAN 
根 , 并 指出 它们 所 在 的 区 间 . 

6. 证 明 恒 等 式 :arcsin x+arccos x= (-1<х<1). 


7. 车 方程 a, x" +a, x"! +e +a х= 0 有 一 个 正 根 x=x%, 证 明 方 程 a, пх" + 
al(n-l)x 一 +…+a =0 必 有 一 个 小 于 wo 的 正 根 . 
8. 车 函数 f(x) 在 (a,4b) 内 具有 二 阶 导 数 ,上 且 f(x )=f(x,)=f(xz,) ‚Ж! а<х, <x, <x, <b, HE 
明 : 在 (x ,x;) 内 至 少 有 一 点 ,使 得 1"(&)= 0. 
9. 设 a>b>0,n>1 ,证 明 : 
nb"''(a-b)<a"-b"<na"”'(a-b). 
10. 设 a>b>0 ,证 明 : 


11. 证 明 下 列 不 等 式 : 
(1) larctan а-агсіап b| < la-bl; 
(2) 当 x>1 时 ,e’ >ex. 
12. 证 明 方 程 x**+x-1=0 只 有 一 个 正 根 . 
“13. 设 /(x) .g(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 证 明 在 (a,b) 内 有 一 点 ,使 
fla) А (Ба) Ла) f'E) | 
g(a) g(b) gla) g'(E) 
14. 证 明 : 若 函数 /(x) 在 (-%m ‚+ ) 内 满足 关系 式 f'(x)=f/(x), 且 /(0)= 1, 则 f(x)= е". 
` 15. Ё у= / (х) Е х= 0 的 某 邻 域内 具有 n 阶 导数 , 且 /(0)=/'(0)=…= 
"(0)=0, 试 用 柯 西 中 值 定理 证 明 : 
JG) сш) (0<0<1). 
х п. 











BOT MUKE 


如 果 当 x 一 a (BÉ хоо )],р ARRA) Р(х) #08 РЗА T 097 
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大 ,那么 极限 mm у ПЛ. 也 可 能 不 存在 . 通常 把 这 种 极限 叫做 未 定式 ， 


并 分 别 简 记 为 或 二 . 在 第 一 章 第 六 节 中 讨 双 过 的 极限 lm 和 < 就 是 未 定式 的 


i автана 
法 则 . 下 面 我 们 将 根据 柯 西 中 值 定理 来 推出 求 这 类 极限 的 一 种 简便 且 重 要 的 
方法 

我 们 着 重 讨论 ха 时 的 未 定式 的 情形 ,关于 这 情形 有 以 下 定理 : 

定理 1 设 

(1) H aoa 时 ,函数 /xz) 及 F(x) 都 趋 于 零 

(2) 在 点 “的 某 去 心 邻 域内 ,/'(z) 及 F(x) WEEER (а) #0; 


(3) tina 存在 (或 为 无 穷 大 ) ， 
xa F'( x) 




















则 
TORTAD: 
wF) a F' (x) 
这 就 是 说 ， 当 tm D 存在 时 lim ОЕ ЕН ЖЕ F а 20, 当 
tin 





ишү? Ж ЖЕ}, ы сед 这 种 在 一 定 条 件 下 通过 分 子 分 母 分 
别 求 导 再 求 极限 来 确定 未 定式 的 值 的 方法 称 为 洛 必 达 (L’ Hospital) 法 则 . 
证 АЖ ы ха 时 的 极限 与 f(a) 及 F(a) 无关 ,所 以 可 以 假定 


f(a)=F(a)=0, 于 是 由 条 件 (1)、(2) 知 道 ,f(x) 及 F(x) 在 点 a 的 某 一 邻 域内 是 
连续 的 . 设 x 是 这 邻 域 内 的 一 点 ,那么 在 以 x 及 a 为 端点 的 区 间 上 , 柯 西 中 值 定 
理 的 条 件 均 满足 ,因此 有 


Ka) KaKa) FLE) ТЕЧ" 
F(x) Е(х)-Е(а) F'(ë) (&2 х 5а2 8). 


令 x 一 *a, 并 对 上 式 两 端 求 极 限 ,注意 到 xx 一 *a Н £— a , НАА Е (З) ЕЕ HM 
的 结论 . 


Ka) м. AREO was E o ,从 

















. f(x) 
而 确定 1imF(xJ， 即 
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(х) _ 
lm = а 0 lin 
且 可 以 以 此 类 推 . 
例 1 Rlim ох aX 50). 
z—0 sin 
. әп ах. асоѕ ах a 
# mn bx <obeos bx b’ 
例 2 Rum t2, 
-x —x+1 
解 lim х'-3х+2 он 3x -3 1. бх 3 





2 =l = . 
садд —x+l PEPR 1682 2 





式 , 不 能 对 它 应 用 洛 必 达 法 则 ,否则 要 导 


致 错误 结果 . 以 后 en 大 法 则 时 应 当 经 常 注意 这 一 点 ,如 果 不 是 未 定式 , 那 
么 就 不 能 应 用 洛 必 达 法 则 . 


例 3 求 lim 一 2 
х—*0 x 





. x—sinx ,. l-cosx ,. sin x 1 
解 lim— = Ша = Ш — 
0 x x Зх х0 бх 6 


我 们 指出 ,对 于 x 一 w 时 的 未 定式 号 以 及 对 于 xa 或 * 一 wm ОДЕ =, 


也 有 相应 的 洛 必 达 法 则 . 例如 ,对 于 х оо 时 的 未 定式 人 有 以 下 定理 . 


定理 2 设 
(1) 当 w 一 wm 时 ,函数 /(x) 及 R(x) 都 趋 于 零 ; 
(2) 当 Ix1>N 时 f'(x) 与 F'(x) 都 存在 , 且 F'(*x) 冯 0; 


(з) lim 人 (存在 (或 为 无 穷 大 ) ， 





则 


‚ (ж) ра) 
у aa Figy 








T 
一 一 arctan x 


@J4 求 lim 1 


х 
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т 
n -агсіап х 2 
А ° 1+х . x 
Е limn ——-[-= lim = lim = 1. 
х-»+ 00 1 x—+= r—+= | +x 


x x 








15 ыр), 
下 一 > 二 加 х 





. n: .. 
解 lim — = lim 
pa j 287 


йв OR lim (л 为 正 整数 ,A>0). 
解 ”相继 应 用 洛 必 达 法 则 ”次 ,得 





"Ш.Х . nx" 
lim — = lim == 
sag zra Aer 


事实 上 ,如 果 例 6 中 的 不 是 正 整数 而 是 任何 正 数 ,那么 极限 仍 为 零 . 

对 数 函 数 In х Р х" (п>0) 指数 函数 e (和 >0) 均 为 当 x* 一 +o 时 的 无 
穷 大 ,但 从 例 5、 例 6 可 以 看 出 ,这 三 个 函数 增 大 的 “速度 "是 很 不 一 样 的 , 寡 函 数 
增 大 的 “速度 " 比 对 数 函 数 快 得 多 ,而 指数 函数 增 大 的 “速度 "又 比 宕 函数 
快 得 多 . 

下 表 列 出 了 x 分别 取 10,100,1 000 时 ,函数 In x ,Vx , Җ e* 相 应 的 函数 值 . 
从 中 可 以 看 出 当 * 增 大 时 这 几 个 函数 增 大 “速度 "快慢 的 情况 . 

















1 000 
In x 6.9 
Ja 31.6 
x? 10% 

e 2. 20x10* 2. 69x10” 1. 97х10“ 


其 他 还 有 一 些 0， о 、% -% 0,1" ‚= "型 的 未 定式 ,也 可 通过 Е 


未 定式 来 计算 ,下 面 用 例子 说 明 . 
例 7 求 limx"In x (n>0). 


解 ” 这 是 未 定式 0. œo. 因为 


. 135 · 


第 三 章 ”微分 中 值 定理 与 导数 的 应 用 





当 x 一 0* 时 ,上 式 右 端 是 未 定式 二 ,应 用 洛 必 达 法 则 ,得 


. . Inx ,. x реж" 
limx"In х= бт = lim —r= lim| 一 一 | =0. 
x—0+ x 一 0+ X х—,0+— п х—+0*%\ n 





例 8 求 lim(sec x-tan х). 


解 ” 这 是 未 定式 % -%. 因为 
I—sin x 
sec х-їап x=——o.", 
cos x 


хтар, ERARE Жн sU у ИИЙ З А8 


l-sin x _ —cos x _ 


lim 


„ETSIN x 
2 


0. 


lim(sec x—tan x)= lim 


例 9 Ж тл". 
R ЖАЖА O. Ж} у=", РИН 
In у= х1 х, 
当 x—0' 时 ,上 式 右 端 是 未 定式 0. о. 应 用 例 7 的 结果 ,得 
lim In у= іт (хіп х) = 0. 
因为 y=e"”, 而 lim у= іт e"? =e""™” ( 当 x 一 07), 所 以 
limx = limy=e" =1. 
洛 必 达 法 则 是 求 未 定式 的 一 种 有 效 方法 ,但 最 好 能 与 其 他 求 极 限 的 方法 结 
合 使 用 . 例如 能 化 简 时 应 尽 可 能 先 化 简 , 可 以 应 用 等 价 无 穷 小 替代 或 重要 极限 
时 ,应 尽 可 能 应 用 ,这 样 可 以 使 运算 简捷 . 
例 10 求 lim < 
*—0 x sin x 
解 如果 直接 用 洛 必 达 法 则 ,那么 分 母 的 导数 (尤其 是 高 阶 导 数 ) 较 繁 . 如 
果 作 一 个 等 价 无 穷 小 替代 ,那么 运算 就 方便 得 多 . 其 运算 如 下 : 


2 
tan х—-х tan х-х |. sec х—1 


іт іп = іт s 
х0 y sin x #0 x = Зх 





. 2sec°x tany 1 ,. tanx 
=lim—=—im = 


1 
х-э0 бх 3.4 x 3 
最 后 ,我 们 指出 ,本 节 定 理 给 出 的 是 求 未 定式 的 一 种 方法 . 当 定 理 条 件 满足 
时 ,所 求 的 极限 当然 存在 (或 为 ) ,但 当 定 理 条 件 不 满足 时 ,所 求 极 限 却 不 一 定 


fet ata ВА im СӨ 不 存在 时 (等 于 无 穷 大 的 情况 除外 ) ,lim KE 
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可 能 存在 ( 


Т. 用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极限 : 


(1) АЧ! +z) ; 
x= x 


(3) пат 2—7, 


一 0 七 一 SID x 


In sin x 


kr 


ln tan 7x 
o+ln tan 2х” 


(5) ш 


(7) lim 


ЕВ 


ПШ 
+ arccot x 


(11) к 2х; 


(13) Кен 
xi 和 一 


见 本 节 习 题 第 2 题 ). 


习 题 3-2 


(2) ш” 0 
x—0 Sin x 





3x 
4 li sin 
(4) imn SZ 


(6) ша” 





T (аз5#0); 


tan x 
li ; 
(8) Mitan Зх 3x’ 
= 


(10) p 180) 


—0sec x—cos x 


(12) lims e ; 
1—0 


ою (8) 


(15) limzx""*, (16) (2) 
20+ xs—0+\ X 


2. ЖЕРЕН tÍ" z 存 在 ,但 不 能 用 洛 必 达 法 则 得 出 ， 


2. 
x sin 一 一 


3. 验证 极限 lim 一 £ 
-0 sin x 





存在 ,但 不 能 用 洛 必 达 法 则 得 出 . 
讨论 函数 


i ee, x>0, 


> 
e2 


在 点 x=0 处 的 连续 性 . 


第 三 节 泰勒 公式 

对 于 一 些 较 复杂 的 函数 ,为 了 便于 研究 ,往往 希望 用 一 些 简单 的 函数 来 近似 
表达 . 由 于 用 多 项 式 表示 的 函数 ,只 要 对 自 变量 进行 有 限 次 加 , 减 , 乘 三 种 算术 运 
算 , 便 能 求 出 它 的 函数 值 来 ,因此 我 们 经 常用 多 项 式 来 近似 表达 函数 ， 

在 微分 的 应 用 中 已 经 知道 , 当 1z1 很 小 时 ,有 如 下 的 近似 等 式 : 
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e'=l+x, In(1+x) = x. 
这 些 都 是 用 一 次 多 项 式 来 近似 表达 函数 的 例子 . 显然 ,在 x=0 处 这 些 一 次 多 项 
式 及 其 一 阶 导 数 的 值 ,分别 等 于 被 近似 表达 的 函数 及 其 导数 的 相应 值 . 

但 是 这 种 近似 表达 式 的 精确 度 不 高 , 它 所 产生 的 误差 仅 是 关于 x 的 高 阶 无 
穷 小 . 为 了 提高 精确 度 , 自 然 想 到 用 更 高 次 的 多 项 式 来 还 近 函 数 . 于 是 ,提出 如 下 
问题 : 

设 几 xz) 在 xo 处 具有 普 阶 导数 , 试 找 出 一 个 关于 (x-xo ) 的 半 次 多 项 式 

р„(х)= a +a, (x—x)+a,(x—x,) +5: +a, (x—o)" (3-1) 
来 近似 表达 /(x) , EREI p.(x) 5 f(x) Z 28 hb > x— xo BP (хау) 高 阶 的 无 
穷 小 . 

下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 . 假设 p,(x) 在 %% 处 的 函数 值 及 它 的 直到 n 阶 导 

数 在 xo 处 的 值 依次 与 xo) f (xe) ll fU (xo) 相等 , 即 满足 
Pa(Xo)=f(x0), р'„(%)=/'(х,), 

p(xo)=f "(x0), з, р, (x0)=f" (ao), 
按 这 些 等 式 来 确定 多 项 式 (3-1) 的 系数 ao,a,,a;,…,a,. 为 此 ,对 (3-1) 式 求 各 
阶 导数 ,然后 分 别 代 和 人 以 上 等 式 ,得 

a =f(x), 1+а,=/'(х,), 

2! а,=/"(%), сз, п! a =f” (mo), 

即 得 
в =f(za), a=f (a0) ,aa (90), ==, a, Pf (x). 


将 求 得 的 系数 а„,а,,а,, ,a, 代 人 (3-1) 式 ,有 
р.а) во) +f (aa) (a=) 0 а ТР aa а), (3-2) 
下 面 的 定理 表明 ,多项式 (3-2) 008 E Br 8 32 fJ п 次 多 项 式 . 
泰勒 (Taylor) 中 值 定理 1 ШЖ (х) х, ВАН п 阶 导数 ,那么 存在 
< 的 一 个 邻 域 ,对 于 该 邻 域内 的 任 一 *, 有 


a) 
S=) ao a) Te o) +- £ aa '+R,(x), (3-3) 





其 中 
R,(x)=0((x-x)"). (3-4) 
证 j R,(x)=f(x)-p, (x), Д] 
Ri(m =R (ERC) -=R (х) = 0. 
由 于 f(x) 在 处 有 nn 阶 导 数 ,因此 f(x) 必 在 x 的 某 邻 域内 存在 (n-1) 阶 导 
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Ж, ТК, (х) 也 在 该 邻 域内 (n-1) 阶 可 导 , 反 复 应 用 洛 必 达 法 则 ,得 








. Rx) , R(x) А R(x) 

lim z= lim — =l = 
sx0( 光一 X0 )  *—*on( x—o) хп ( n- l ) (xxo) " 
‚ ЖУ (a) 

=- = lim 


x—xon ! (x—xo) 
_ 1 k R (а) 


n ! x—*x9ə xX—Xo 





_ 1 (n) = 
р (х)= 0, 


因此 R (х) = о((х-х,)"), Жі. 

多 项 式 (3-2) УР f(x) fE х С ( x—xo) НЕЕ) BJ п КЖ] 
2003-3) 5 f(x) fE х Ae (RE (х-л) НЕЈТ) 的 带 有 佩 亚 诺 
( Peano) 余 项 的 n 阶 泰勒 公式 ,而 R,(x) 的 表达 式 (3-4) 称 为 佩 亚 诺 余 项 , 它 就 
是 用 nn 次 泰勒 多 项 式 来 近似 表达 f(x) 所 产生 的 误差 ,这 一 误差 是 当 x— xo HJ Fe 
(x-xo)" 高 阶 的 无 穷 小 ,但 不 能 由 它 具体 估算 出 误差 的 大 小 . 下 面 给 出 的 具有 男 
一 种 余 项 形式 的 泰勒 定理 则 解决 了 这 一 问题 . 

泰勒 (Taylor) 中 值 定理 2 如 果 函 数 /(x) 在 x 的 某 个 邻 域 U(x) 内 具有 (n 
+1) 阶 导数 ,那么 对 任 一 xe U(x。), 有 

f" (xo) 





ро) о) (з) Cama) C Yt (aa) tt 
0) ауа), (3-5) 
яф | 
ко) É) (х-ъ)”", (3-6) 
这 里 上 是 xm 与 * 之 间 的 某 个 值 


证 @&К„(х)=/(х)-р„(х). Я RUH 





В.а) an)! (£ xb s жЩ). 


(п+1)! 
由 假设 可 知 ,R,(%) 在 U(xo) 内 上 共有 (n+1) 阶 导数 , 且 
R(x0)= R'(x,)= Ё"(х„)= + =R” (x)= 0. 


ЛЖ R (х) (ха) ЖЩ „Ж x ЕКИ kE Ë JM EU B Ш 

(显然 ,这 两 个 函数 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 ) ,得 
R(x)  R(xz)-R (ao) R'(&,) 
Сако) (am) -0 “(n+1)(£ o) 








п (如 在 xo 与 之 间 )， 
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再 对 两 个 函数 Ri(%) 与 (n+1)(%-xo)" 在 以 “0 及 二 为 端点 的 区 间 上 应 用 柯 西 中 
值 定理 ,得 





R'(&,) _ R'(£ )—-R/(xo) 
(n+1)(£ -x0)" (п+1)(ё&,-х„)*—-0 
R"(é,) 





“inti ynie) (EE x 5 £ Z F). 


照 此 方法 继续 做 下 去 ,经 过 (n+1) 次 后 ,得 
R Ра р‘) 
а) = еван eM B W k £ xe 5 x ЖЫ). 


(х-х„)”! (п+1)! 


注意 到 R (а) = f (x) (И р!" n(x)=0), 则 由 上 式 得 





ко) E (х-җ)"" (Ен 2), 





定理 证 毕 . 

公式 (3-5) 称 为 FLxz) 在 zx 处 (或 按 (x*-xo ) 的 寡 展 开 ) 的 带 有 拉 格 朗 日 余 项 
的 n 阶 泰勒 公式 ,而 R. (x) 的 表达 式 (3-6) 称 为 拉 格 朗 日 余 项 . 

当 n=0 时 ,泰勒 公式 (3-5) 变 成 拉 格 朗 日 中 值 公式 

Кх) = 50) +f CE) (xxo) (在 xo 与 zx 之 间 ). 

因此 ,泰勒 中 值 定理 2 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 . 

由 泰勒 中 值 定理 2 可 知 ,以 多 项 式 p,(*) 近 似 表 达 函 数 f(x*) 时 ,其 误差 为 
IR (x) 1. 如 果 对 于 某 个 固定 的 n, 当 xeU(%6) 时 ,1f“ "(x)1<MH, 那 么 有 估计 式 





| 
ІА (х) = (+1) ^ Xo) Simi 


在 泰 勤 公式 (3-3) 中 ,如 果 取 xo=0, 那 么 有 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 


(Maclaurin ) 公式 


EEA ii (3-7) 


OOE AO 


x’+o( x"). (3-8) 


在 泰 勤 公式 (3-5) 中 ,如果 取 x, =0,JB Z EEO S x < |8]. Т Н] 5 £= 6x 
(0<0<1) ,从 而 泰 勤 公式 (3-5) 变 成 较 简 单 的 形式 , 即 所 谓 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 
麦克 劳 林 公式 








FEROS Oa 00 а 6 e+ 


{ n+l) 
r (0<0<1). (3-9) 


由 (3-8) 或 (3-9) 可 得 近似 公式 
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f(a)=f(0)af'( 0 000,7. a 
误差 估计 式 (3-7) 相 应 地 变 成 





M arl 
| я (3-10) 


例 1 ЭН /(x)= е Н 4728009 ” 阶 麦克 劳 林 公式 . 
解 ” 因 为 
f'(x)=f"(x)= "=f "(x)= e, 
所 以 
f(0)=f'(0)=f"(0)=……=f "(0)=1. 
把 这 些 值 代入 公式 (3-9) ,并 注意 到 /"" (8x)=e” 便 得 


2 n Өх 
x e n+l 


21 tal (n+1) 7 
由 这 个 公式 可 知 ,车 把 e* 用 EN акен 


е^=1+х+ 





(0<0<1). 


Palmi a. 
TT 
这 时 所 产生 的 误差 为 
e” n e n+l 
IR (х) 1= (n+1)17 ат (0<0<1). 





如 果 取 *=1, 则 得 无 理 数 e 的 近似 式 为 
satiir rL 
2! n! 
其 误差 
Е < Й Д 
(п+1) 1 `(n+1)! 
当 n= 10 时 ,可 算出 e=2.718 282 ,其 误差 不 超过 10°. 
例 2 求 Kx)=sinx 的 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 m 阶 麦 克 劳 林 公 式 . 
ж ”因为 


IR, |< 





f'(x)= cos х, f(x)= -sin x, f”(x)= -cos х, 
f” (x)=sin x, n, SO (a) = sin( xt) А 
所 以 
f(0)=0,f'(0)=1,f”(0)=0,f”(0)=-1, 大 (0)=0 
等 . 它们 顺序 循环 地 取 四 个 数 0,1,0,-1, 于 是 按 公 式 (3-9) 得 ( 令 m=2m) 


3 5 2т-1 
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其 中 
sin| er+(2m+1) 了 | 
Ч 2] x (уруп Cos бх к! 
Ra(a)= (Эт+гу! x =(-1) TH (0<0<1). 
如 果 取 m=1, 那 么 得 近似 公式 
sin х==х, 
这 时 误差 为 
(R la шшс ы Ai (0<0<1). 
如 果 m 分 别 取 2 和 3, 那 么 可 得 sin x 的 3 次 和 5 次 泰勒 多 项 式 
sin хаа 和 sin хаа? ы ; 


Иий ЗЕ WAHR K ЖЕНЫ Ix MA lx 17. 以 上 三 个 泰勒 多 项 式 及 正弦 函数 
的 图 形 都 画 在 图 3-3 中 ,以 便于 比较 . 





3-3 


类 似 地 ,还 可 以 得 到 
е3 ИР ж +R, (x) , 


ав Л. " 
аео + Т +(-1) (Элу 
Р cos[ Өх+(т+1) а] 2m2 mil COS Ox 2 
= =(— 1): 
其 中 R... (z) (Оялу — (-1) (һау (0<0<1); 
І 7 а) А 
п 


In(1+x)= aata у^! 








w ВР (-1)" n+l Я 
жт шо у (тж) a" а. 


а(а-1) a... 90-1) (а-п+1) р (х) 
п! Ç Ë 





(1+х)* = 1 +ах+ 
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_alaæ-l1)=:(æ-n+1)(a-n) 
其 中 R, (x)= ТУ! 
由 以 上 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 麦克 劳 林 公式 , 易 得 相应 的 带 有 佩 亚 诺 余 项 
麦克 劳 林 公式 ,读者 可 自行 写 出 . 
例 3 利用 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公 式 , 求 极限 lims eo x. 


sin x 





(1+0x)" "x"! (0<0<1). 


解 ” 由 于 分 式 的 分 母 sin x ~x (x 一 0) ,我 们 只 需 将 分 子 中 的 sin x 和 xcos x 
分 别 用 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 三 阶 麦 克 劳 林 公 式 表示 , 即 


з x° 
s x 
sin х=х-уү+о(х'), xcos х= Ет +о(х?). 


于 是 


x° x° 
1 
sin x—xcos x =x-3T+o(* ) -4427-0(# )= 3 3 но(х'), 


对 上 式 作 运算 时 ,把 两 个 比 * 高 阶 的 无 穷 小 的 代数 和 仍 记 作 o( ) , 故 





1 
—x +o( x°) 
. sin x—xcos x ,. 3 1 
lim —3 =lim 5 =——. 
х0 зіп х «—0 x 3 
2] K 3-3 


с (4) ОРТАА а) = a -Sx 7 -3аз4. 

. 应 用 麦克 劳 林 公式 , 按 * HREH K (х) = (x -За+1)". 

. 求 函 数 7(z)=E 按 (xz-4) 的 寒 展开 的 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 3 阶 泰勒 公式 . 

‚ RESC) = In x 按 (x-2) 的 寡 展 开 的 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 上 阶 泰 贡 公式 

5. REMA) = 二 按 (x+1) 的 竺 展开 的 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 n 阶 泰勒 公式 . 

6. Ж f(x) = tan x 的 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 3 阶 麦克 劳 林 公式 . 

7. RERS) = xer 的 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 п 阶 麦克 劳 林 公式 . 

в. 验证 当 0<z< Тан, НА ека +H 的 近似 值 时 ,所 产生 的 误差 小 于 


+Ñ Q N 一 


0. 01, 并 求 Ve 的 近似 值 , 使 误差 小 于 0. 01. 
9. 应 用 3 阶 泰勒 公式 求 下 列 各 数 的 近似 值 ,并 估计 误差: 


(1) 430; (2) sin 18°. 
` 10. 利用 泰勒 公式 求 下 列 极限 : 
(1) lim ( У +382 一 22 ); (2) Т: кй 
x+ х0 [x+ln(1-x)] 
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lia- l+x? | 
(3) lim—əy——ə —ə ——- n-lN (4) lim [хаа ] i 


2 . 
* (cos хе“ ) ѕіп x° 
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一 、 函 数 单调 性 的 判定 法 


第 一 章 第 一 节 中 已 经 介绍 了 函数 在 区 间 上 单调 的 概念 . 下 面 利用 导数 来 对 
函数 的 单调 性 进行 研究 . 

如 果 函 数 y=f(%) 在 [a,b] 上 单调 增加 (单调 减少 ) ,那么 它 的 图 形 是 一 条 沿 
x 轴 正 向 上 升 ( 下 降 ) 的 曲线 . 这 时 ,如 图 3-4, 曲线 上 各 点 处 的 切线 斜率 是 非 负 
的 (是 非 正 的 ) , 即 y'=f'(x) 宇 0 (y'=f'(x)=0). 由 此 可 见 ,函数 的 单调 性 与 导 
数 的 符号 有 着 密切 的 联系 . 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
L 








O a b x 0 


(а) 函数 图 形 上 升 时 切线 斜率 非 负 (b) 函数 图 形 下 降 时 切线 斜率 非 正 
3-4 


反 过 来 ,能 否 用 导数 的 符号 来 判定 函数 的 单调 性 呢 ? 

下 面 我 们 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 来 进行 讨论 . 

ВЖ (х) [а,Ь] FER, Ela, b) NF, а,Ь] FERIA xi sx, ( xí < 
x) ,应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 到 

Кх) fx =f CE) (xa) (x <£<x,). 

Н РЕ Е Ф, х, -х,>0, НЮ, ЖЕ (а, b) 内 导数 /'(x) 保 持 正 号 , 即 

(xx)>0, 那 么 也 及 (E) >0. 于 是 
Кх) -f(x1)=f" CE) (x -x ) >0, 
即 
Кх) <fx, ) ， 

表明 函数 y=f(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 . 同 理 ,如 果 在 (a,5) 内 导数 1'(x) 保 持 负 
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m, В (х) 0, АУ (ё) <0, Рз (х, ) 0х) <0, В f(x.) >f(x,) , B в 
y=f(x) 在 [a,b] 上 单调 减少 . 

此 外 ,如 果 f'(x) 在 (a,6) 内 的 某 点 x=c 处 等 于 零 ,而 在 其 余 各 点 处 均 为 正 
( 负 ) ,那么 A 儿 x) 在 区 间 [a,c1 和 区 间 [Lc,b] 上 都 是 单调 增加 (减少 ) 的 ,因此 在 区 
间 [a,5] 上 仍 是 单调 增加 (减少 ) 的 . 显然 ,如 果 f'(x) 在 (a,b) 内 等 于 零 的 点 为 
有 限 多 个 ,只 要 它 在 其 余 各 点 处 保持 定 号 ,那么 f(x) 在 [a,8] 上 仍 是 单调 的 . 

归纳 以 上 讨论 , 即 得 

定理 1 RAA y=) Ela, b] EER, Ela, b) ATF. 

(1) 如 果 在 (a,b) 内 /'(x) 20, B % = REARS A AA pk лг, BB Z В 
y=f(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 ; 

(2) 如 果 在 (a,b) 内 f'(x) <0, 且 等 号 仅 在 有 限 多 个 点 处 成 立 ,那么 函数 
y=f(x) Æla, b] ЕФ. 

如 果 把 这 个 判定 法 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 对 于 无 穷 区 间 , 要 求 在 
其 任 一 有 限 的 子 区 间 上 满足 定理 的 条 件 ) ,那么 结论 也 成 立 , 参 阅 本 节 习 题 8. 

例 1 判定 函数 y=x-sin x 在 [ -n,m] 上 的 单调 性 . 

Е НУЛЕ РА ТЕГ-т, т] БЕ, ТЕ (т, т) Р 

у' = 1-соѕ х20, 

H 5451 х=0 处 成 立 , 所 以 由 定理 1 可 知 ,函数 y=x-sinx {Е[ т, т] E t. 0 
增加 . 

例 2 讨论 函数 y=e -x-1 的 单调 性 . 

解 у=е'-1. 

函数 y=e -x-1 的 定义 域 为 (-wm ,+% ). 因为 在 (-% ,0) 内 y'<0, 所 以 函数 
y=e -x-1 Æ(-% ,0] 上 单调 减少 ;因为 在 (0,+% ) 内 y'>0, 所 以 函数 y=e’-x-1 
ELO, +o ) 上 单调 增加 . 

例 3 讨论 函数 y= ул 的 单调 性 . 

解 ” 这 函数 的 定义 域 为 (-% ,+oo ). 

当 x 关 0 时 ,这 函数 的 导数 为 


gk 

y 33 ' 

当 x=0 时 ,函数 的 导数 不 存在 . 在 (-% ,0) 内 ,y'< 
О, у= у ХЕ (оо ,0] 上 单调 减少 . 在 (0， 
+оо ) р ,у'>0, Ж у= ух ТЕГО, + ) 上 单调 
增加 . 函数 的 图 形 如 图 3-5 所 示 . 
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我 们 注意 到 ,在 例 2 中 ,x=0 是 函数 y=e"-x-1 的 单调 减少 区 间 (-% ,0] 与 单 
调 增 加 区 间 [0,+% ) 的 分 界 点 ,而 在 该 点 处 y'=0. 在 例 3 中 ,x=0 是 函数 y= VE 
的 单调 减少 区 间 (-o ,01 与 单调 增加 区 间 [0,+% ) 的 分 界 点 ,而 在 该 点 处 导数 不 
存在 . 

从 例 2 中 看 出 ,有 些 函数 在 它 的 定义 区 间 上 不 是 单调 的 ,但 是 当 我 们 用 函数 的 
驻 点 来 划分 函数 的 定义 区 间 以 后 ,就 可 以 使 函数 在 各 个 部 分 区 间 上 单调 . 从 例 3 中 
可 看 出 ,如 果 函 数 在 某 些 点 处 不 可 导 , 则 划分 函数 的 定义 区 间 的 分 点 ,还 应 包括 这 
些 导数 不 存在 的 点 .一般 地 ,我 们 有 如 下 结论 : 

如 果 函 数 f(x) 在 定义 区 间 上 连续 ,除去 有 限 个 导数 不 存在 的 点 外 导数 存在 且 
在 区 间 内 只 有 有 限 个 驻 点 ,那么 只 要 用 函数 的 驻 点 及 导数 不 存在 的 点 来 划分 函数 
f(x) 的 定义 区 间 , 就 能 保证 /'(x) 在 各 个 部 分 区 间 内 保持 固定 符号 ,因而 函数 f(x) 
在 每 个 部 分 区 间 上 单调 . 

例 4 确定 函数 (x)= 2x -9x +12x-3 的 单调 区 间 . 

解 这 函数 的 定义 域 为 (-m , +o ). 求 这 函数 的 导数 

/'(х)= 6х°-18х+12=6(х-1)(х-2). 
解 方 程 f'(x)=0, 即 解 
б(х-1)(х-2)=0, 
得 出 它 在 函数 定义 域 (-wm,+%) 内 的 两 个 根 x, = 1.x, =2. 这 两 个 根 把 
(-o ,+% ) 分 成 三 个 部 分 区 间 (-% ,1]、[1,2] 及 [2,+o ). 

EKE- ,1) 内 ,x-1<0 上 且 x-2<0, 所 以 f'(x)>0. 因此 ,函数 (x) 在 
(-o ,1] 内 单调 增加 . 在 区 间 (1,2) 内 ,x-1>0 但 x-2<0， 
所 以 fA'(x) <0. 因此 ,函数 f(x) 在 [1,2] 上 单调 减少 . 在 区 
间 (2,+o ) 内 ,x-1>0 且 x-2>0, 所 以 A'(x)>0. 因此 ,函数 
f(x) 在 [2,+% ) 上 单调 增加 . 

函数 y=f(x) 的 图 形 如 图 3-6 所 示 . 

下 面 我 们 举 一 个 利用 函数 的 单调 性 证 明 不 等 式 的 
例子 . 


例 5 证 明 : 当 x>1 时 ,2V5>3- 一 . 





y 


3-6 


证 Фу(х)=2у/х-(3—-),И 
L L-A 
'(x)=———=—(x/x-1). 
AOE 
f(x) 在 [1,+wm ) 上 连续 ,在 (1,+m ) 内 /'(4)>0, 因 此 在 [1,+w ) Е/(х) 59 Bl 
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增加 ,从 而 当 x>1 时 ,f(x)>f(1). 
由 于 f(1)=0, 故 f(x)>f(1)=0, 即 


ШЕР 
亦 即 
2/х>3——_(х>1). 


二 、 曲 线 的 目 凸 性 与 拐点 


在 第 一 目 中 ,我 们 研究 了 函数 单调 性 的 判定 法 . 
函数 的 单调 性 反映 在 图 形 上 ,就 是 曲线 的 上 升 或 下 
降 . 但 是 ,曲线 在 上 升 或 下 降 的 过 程 中 ,还 有 一 个 弯 
曲 方 向 的 问题 . 例如 ,图 3-7 中 有 两 条 曲线 弧 ,虽然 它 


们 都 是 上 升 的 ,但 图 形 却 有 显著 的 不 同 ,A4C8 是 向 上 


凸 的 曲线 弧 ,而 4 是 向 上 四 的 曲线 弧 ,它们 的 凹凸 
性 不 同 , 下 面 我 们 就 来 研究 曲线 的 凹凸 性 及 其 图 3-7 
判定 法 . 

我 们 从 几何 上 看 到 ,在 有 的 曲线 弧 上 ,如 果 任 取 两 点 , 则 联结 这 两 点 间 的 弦 
总 位 于 这 两 点 间 的 弧 段 的 上 方 ( 图 3-8(a)) ,而 有 的 曲线 弧 , 则 正好 相反 (图 
3-8(b) ). 曲线 的 这 种 性 质 就 是 曲线 的 四 凸 性 . 因此 曲线 的 凹凸 性 可 以 用 联结 曲 
线 弧 上 任意 两 点 的 弦 的 中 点 与 曲线 弧 上 相应 点 ( 即 具 有 相同 横 坐 标的 点 ) 的 位 
置 关 系 来 描述 ,下面 给 出 曲线 四 凸 性 的 定义 . 





í 


уор) + f@o) | 
1 







| 


| 
| 
1 | 
| | Лоо) 
| | 
| 
+ 


х Xa x 
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定义 设 败 x) 在 区 间 7 上 连续 ,如 果 对 7 上 任意 两 点 x, ,*, 恒 有 
259) г< )+f(x,) ‚ 





2 2 
ЯВ Z #R f(x) EI EHAE Е) [Ë] BJ (RAR) ;如 果 恒 有 
x +x,) fx) +f( x,) 
еы, 
BARS) EI EHAKE E) Ah hs). 
如 果 函 数 f(x) 在 1T 内 具有 二 阶 导 数 , 那 么 可 以 利用 二 阶 导 数 的 符号 来 判定 
曲线 的 凹凸 性 ,这 就 是 下 面 的 曲线 凹凸 性 的 判定 定理 . 
定理 2 fx) Ela, b] LÆR, Ela, b) ARA- RAKNER, MA 
(1) ЖЯ (а,Ь) 7" (х) >20, W Ax) Ela, b] БАВЕ; 
(2) 车 在 (a,5) 内 f”(x)<0, 则 f(x) 在 [a,5] 上 的 图 形 是 凹 的 . 


证 在 情形 (1) , 设 х, Га, БЕТ, лук, 


Xz 一 Xo = x x =h, Д] x; =xo 一 h ,xo=%o+h, 由 拉 格 朗 日 中 值 公式 ,得 
f(xoth) -f(xo)=f (коже А) Һ, 
Кх) хо —h)=f'(x -0;,h)h, 

其 中 0<0, <1,0<0, <1. 两 式 相 减 , 即 得 

f(x +h)+f(x —-h)-2f(x;)= [F (x0+0,h) -f (xo -0,h) 1А. 
对 f'(x) 在 区 间 [xo-9,h,xo+0,h] 上 再 利用 拉 格 朗 日 中 值 公式 ,得 
[f'(wo+0,h)-f'(xzo-0,h) ]h=f"(£)(0,+0,)h°, 

其 中 x -0,h<£<x;+0,h. 1 (1) WBR ”(&)>0, ЖЖ 

f(xoth) +f( xo—h)—2f( x ) >0, 








= х0 ;并 记 


即 


Fe Ray, 


ЭК Вр 





k, ) +f( х, Xi +X, 
F А 1 А j, 
ЖЕРД, (х) [а,Ь EH EJE E [UI BJ. 
类 似 地 可 证 明 情 形 (2). 
如 果 把 这 个 判定 法 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 ( 包 括 无 穷 区 间 ) ,那么 结 
论 也 成 立 . 
例 6 判定 曲线 y=ln x 的 四 是 性 . 


# Ж y=, "=E DL fE 888 у=1п x 的 定义 域 (0,+% ) 内 ,y"<0, 由 


x 
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定理 2 可 知 ,曲线 y=ln x 是 凸 的 . 

例 7 判定 曲线 y=x 的 凹凸 性 . 

解 ”因为 y'=3x ,y"=6x. 当 x<0 时 ,y"<0, 所 以 曲线 在 (-om ,0] 内 为 凸 弧 ; 当 
х>0 时 ,y”>0, 所 以 曲线 在 [0,+% ) 内 为 四 绝 . 

一 般 地 , 设 y=f(x) 在 区 间 1 上 连续 ,x%。 是 7 内 的 点 . 如 果 曲 线 y=f(x) 在 经 过 点 
(xa f(xo)) 时 ,曲线 的 四 凸 性 改变 了 ,那么 就 称 点 (xo Го) ) 为 这 曲线 的 拐点 . 

如 何 来 寻找 曲线 y=f(x) 的 拐点 呢 ? 

从 上 面 的 定理 知道 ,由 "(x) 的 符号 可 以 判定 曲线 的 四 凸 性 ,因此 ,如 果 
了 "(x) 在 x 的 左 、 右 两 侧 邻 近 异 号 ,那么 点 (xo,f(%o)) 就 是 曲线 的 一 个 拐点 ,所 
以 ,要 寻找 拐点 ,只 要 找 出 f"(x) 符 号 发 生变 化 的 分 界 点 即 可 ,也 就 是 找 出 f'(%) 
单调 增 减 区 间 发 生变 化 的 分 界 点 即 可 . 因此 ,如 果 f(x) 在 区 间 (a,5) 内 具有 二 阶 
导数 ,那么 在 这 样 的 分 界 点 处 必然 有 f"(x)= 0; 除 此 以 外 ,f(x) 的 二 阶 导 数 不 存 
在 的 点 ,也 有 可 能 是 f"(x) 的 符号 发 生变 化 的 分 界 点 . 综合 以 上 分 析 ,我 们 可 以 
按 下 列 步骤 来 判定 区 间 1 上 的 连续 曲线 y=f(x) 的 拐点 : 

(1) RS”); 

(2) 令 f"(x)=0, 解 出 这 方程 在 区 间 了 内 的 实 根 ,并 求 出 在 区 间 1 内 #"(x) 
不 存在 的 点 2; 

(3) 对 于 (2) 中 求 出 的 每 一 个 实 根 或 二 阶 导数 不 存在 的 点 xo ,检查 /"(x) 在 
“左右 两 侧 邻 近 的 符号 ,那么 当 两 侧 的 符号 相反 时 ,点 (xo ,f(xo)) 是 拐点 , 当 两 
侧 的 符号 相同 时 ,点 (%o ,f(xo) ) 不 是 拐点 . 

例 8 求 曲 线 y=2x +3x -12x+14 的 拐点 . 


解 y' = 6x° +6х-12,у"= 12х+6 = 12(:+2) А 
Д 4 1 ` 1 m 1 т 
MHE y =0, х= --—. H х<---{,у"<0;% x>-— BF, y" >0. 因此 ,点 


(— 20 >) 是 这 曲线 的 拐点 


例 9 求 曲线 y=3x -4x +1 的 拐点 及 凹凸 的 区 间 . 
解 ” 函 数 y=3x*-4x +1 的 定义 域 为 (-% ,+% ). 
у'= 124° -12x’, 


у"= 36° -24x = 36x( + 3 . 





D 这 里 假设 这 两 种 点 在 区 间 /内 的 个 数 均 为 有 限 个 . 
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п 4 2 
解 方程 y =0 ,得 x, =0,x; = 了 


xm =0 及 罗 = 子 把 函数 的 定义 域 (-m ,+am ) 分 成 三 个 部 分 区 间 : (-% ,0]、 


2 2 
[о. 5] [5+9 }- 

{Е( -® ,0) 内 ,y">0, 因 此 在 区 间 (-% ,0] 上 这 曲线 是 四 的 . (0,3) 内 ,y"< 
0, 因 此 在 区 间 [0,3] 上 这 曲线 是 凸 的 (Fote) 内 ,7>0, 因 此 在 区 间 
ote 上 这 曲线 是 四 的 

Y к= 0 时 ,7=1, 点 (0,1) 是 这 曲线 的 一 个 拐点 . 当 *= 子 时 y= 节点 
2 11 
[3 27) 也 是 这 曲线 的 拐点 . 

例 10 HAR ys 是 否 有 拐点 ? 

解 y'=4x',y"=12x. 

显然 ,只 有 х=0 是 方程 y=0 的 根 . {НҢ x= 0 时 ,无 论 x<0 或 *>0 ҖЫ у> 
0, 因 此 点 (0;0) 不 是 这 曲线 的 拐点 . 曲线 y= 没有 拐点 , 它 在 (-% ,+= ) 内 是 
四 的 


例 11 RHR у=. 
解 ” 这 函数 在 (-% ,+% ) 2, 0 时 ， 


Ji ою Š 
“эг ыйл 
当 x=0 И, у’, КТЕ. 故 二 阶 导数 在 (-om ,+% ) 内 不 连续 且 不 具有 零点 .但 x= 
0 是 y" 不 存在 的 点 , 它 把 (-% ,+% ) 分 成 两 个 部 分 区 间 :(-om ,0]、[0,+% ). 

在 (-o ,0) 内 ,y">0, 这 曲线 在 (-% ,0] 上 是 目的 .在 (0,+o ) 内 ,y”<0, 这 曲 
RELO, +оо ) 上 是 凸 的 . 

当 x=0 时 ,y=0, 点 (0,0) 是 这 曲线 的 一 个 拐点 . 


y 


习 题 3-4 


1 判定 函数 (x)= arctan x-x 的 单调 性 . 
2. 判定 函数 /(x)= x+cos x 的 单调 性 . 
3. 确定 下 列 函 数 的 单调 区 间 : 
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(1) у=24?-6а2-18х-7; (2) у=2к+ Š (a0) 
x 


10 

(3) у apama M 

(4) y=ln(x+/l+2); 

(5) y=(x-1)(x*+1) 1 

(6) у= У 09а) Саса)? (а>0); а : 

(7) y=='e* (п>0,х>0); 

(8) y=x+lsin 2х1. 

4. 设 函 数 /(x) 在 定义 域内 可 导 ,y=f/(x) 的 图 形 如 图 
3-9 所 示 , 则 导 函 数 /'(x) 的 图 形 为 图 3-10 中 所 示 的 四 个 
图 形 中 的 哪 一 个 ? 


у j 
/ о] x о 
(а) 


5. 证 明 下 列 不 等 式 ; 
(1) 当 x>0 时 ,14 了 x> +; 


(2) 当 x>0 时 ,1+xln(x+ Vltx )>/1+х°; 


(3) 34 0<x<- 了 时 „sin x+tan х>2х; 





(b) (с) (4) 
图 3-10 


(4) 3 0<x<- 时 ,tan zt 


(5) у x>4 BJ ,2"><°2. 

6. 讨论 方程 In x=ax (其 中 a>0) 有 几 个 实 根 ? 

7. 单调 函数 的 导 函 数 是 否 必 为 单调 函数 ?” 研究 下 面 的 例子 : 

f(x)= x+sin x. 

8. 2 IAE- 33 [Н], РАЖ f(x) fE X aJ Г EE, РЕГ AEN R f(x) ЕГЕ 
—A R J r X aJ E f '(z) >0 (或 4'(x) <0), 且 等 号 仅 在 有 限 多 个 点 处 成 立 , 那 么 /(x) 在 区 
间 1 上 单调 增加 (或 单调 减少 ). 

9. 判定 下 列 曲 线 的 四 凸 性 : 


2151; 
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(1) у=4х-х°$ (2) y=sh x; 

(3) y=x+—- (x>0); (4) y=xarctan x. 

10. Жр Р ñ 2 д, ЖЕШ sk р К) P< ЇН]: 

(1) y=x -5x +3x+5; (2) y=xe™; 

(3) y=(x+1)*+e"; (4) y=In(x +1); 
(5) у=е""""*, (6) y=x*(12ln x-7). 


11. AAE PS РАЈ ШЕ, ПЕНЯ F 20: 


mirri T 


F| (x>0,y>0,x#Æ#y,n>l); 
ež +e” 


(2) S eT (amy); 


(3) xln x+yln y>(x+y)ln 0 (х>0,у>0,х9у). 


702, ЕВИЦА y= ŽA NAFAR F. 

13. 间 a b 为 何 值 时 ,点 (1,3) 为 曲线 y=ax’ +bx 的 损 点 ? 

14. 试 决定 曲线 y=ax +bx?+cx+d 中 的 a.b.c.d, 使 得 x*=-2 处 曲线 有 水 平 切线 ,(1,-10) 
为 拐点 , 且 点 (-2,44) 在 曲线 上 . 

15， 试 决定 y=k(x2*-3)? 中 的 值 ,使 曲线 的 拐点 处 的 法 线 通过 原点 . 

“16. 设 y=/(x) 在 x=x。 的 某 邻 域内 具有 三 阶 连续 导数 ,如 果 /"(xo)=0, 而 "(x,) 关 0, 试 间 
(xw ,f(x ) ) 是否 为 拐点 ? 为 什么 ? 
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一 、 范 数 的 极 值 及 其 求法 


在 上 节 例 4 中 我 们 看 到 ,点 x=1 及 x=2 是 函数 

Кх) = 2x’ -9x +12x-3 
的 单调 区 间 的 分 界 点 . 例如 ,在 点 x=1 的 左 侧 邻近 ,函数 Ax) 是 单调 增加 的 ,在 
点 x=1 的 右 侧 邻近 ,函数 A(x) 是 单调 减少 的 . 因此 ,存在 点 x=1 的 一 个 去 心 邻 
域 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 点 x,f(x) <f(1) 均 成 立 . 类 似 地 ,关于 点 zx=2, 也 存 
在 着 一 个 去 心 邻 域 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 任何 点 *,f(x)>f(2) 均 成 立 ( 参 看 图 3- 
6). 具有 这 种 性 质 的 点 如 x=1 及 x=2, 在 应 用 上 有 着 重要 的 意义 ,值得 我 们 对 此 
作 一 般 性 的 讨论 . 
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EX RAÄ) EA 和 的 某 邻 域 U(x ) 内 有 定义 ,如 果 对 于 去 心 邻 域 

Ü (x) 内 的 任 一 x, 有 
f(x)<f(xo) (或 f(x)>f(%o)), 

那么 就 称 f(x ) 是 函数 了 (x) 的 一 个 极 大 值 ( 或 极 小 值 ). 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ,使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 
点 . 例如 ,上 节 例 4 中 的 函数 

f(x)= 2%`-9x2+12zx—3 

有 极 大 值 f(1)= 2 和 极 小 值 f(2)= 1, x= 1 ЯП x=2 是 函数 f(x) 的 极 值 点 . 

函数 的 极 大 值 和 极 小 值 概念 是 局 部 性 的 . 如 果 f(x。) 是 函数 (x) 的 一 个 极 
大 值 , 那 只 是 就 x。 附 近 的 一 个 局 部 范围 来 说 ,f(xo) 是 了 f(x) 的 一 个 最 大 值 ; 如 果 就 
f(x) 的 整个 定义 域 来 说 ,f(x ) 不 见得 是 最 大 值 . 关于 极 小 值 也 类 似 . 

在 图 3-11 中 ,函数 f(x) 有 两 个 极 大 值 :f(x,)、f(x;s), 三 个 极 小 值 :f(x )、 
f(xs) V(xe) ,其 中 极 大 值 f(x,) 比 极 小 值 f(x6) 还 小 . 就 整个 区 间 [a,b] 来 说 ,只 
有 一 个 极 小 值 f(x, ) 同 时 也 是 最 小 值 ,而 没有 一 个 极 大 值 是 最 大 值 . 





从 图 中 还 可 看 到 ,在 函数 取得 极 值 处 ,曲线 的 切线 是 水 平 的 . 但 曲线 上 有 水 
平 切线 的 地 方 , 函 数 不 一 定 取得 极 值 . 例如 图 中 x=xs 处 ,曲线 上 有 水 平 切线 ,但 
f(x ) 不 是 极 值 . 

由 本 章 第 一 节 费 马 引 理 可 知 ,如 果 函 数 拟 xz) 在 xo BË n| S , Н. f(x) E x; Rb JR 
得 极 值 ,那么 f'(x。)=0. 这 就 是 可 导 函 数 取得 极 值 的 必要 条 件 . 现 将 此 结论 叙述 
成 如 下 定理 : 

定理 1( 必 要 条 件 ) ” 设 函 数 /(x) 在 x 处 可 导 , 且 在 %。 处 取得 极 值 , 则 f(x。) 
= 0. 

定理 1 就 是 说 :可 导 函 数 f(x) 的 极 值 点 必定 是 它 的 驻 点 . 但 反 过 来 ,函数 的 
驻 点 却 不 一 定 是 极 值 点 . 例如 ,f(x)=x 的 导数 (х) = 3x ,fA'(0)= 0, 因 此 x=0 
是 这 可 导 函 数 的 驻 点 ,但 *=0 却 不 是 这 函数 的 极 值 点 . 所 以 ,函数 的 驻 点 只 是 可 
能 的 极 值 点 . 此 外 ,函数 在 它 的 导数 不 存在 的 点 处 也 可 能 取得 极 值 . 例如 ,函数 
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f(x)= xl 在 点 x=0 处 不 可 导 , 但 函数 在 该 点 取得 极 小 值 . 

怎样 判定 函数 在 驻 点 或 不 可 导 的 点 处 究竟 是 否 取得 极 值 ? 如果 是 的 话 , 究 
竟 取 得 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 下 面 给 出 两 个 判定 极 值 的 充分 条 件 : 

定理 2( 第 一 充分 条 件 )” 设 函数 f(x) 在 x 处 连续 , 且 在 x, 的 菜 去 心 邻 域 
Ú (x ,6) PJ PJ Ж. 

(1) # xe (х,-5,х,) BÍ ,f (x)>0, хе (х,,х,+5) В, '(х) <0, f(x) fE 
xo 处 取得 极 大 值 ; 

(2) # xe (х,-5,х5,) Rf, '(х) <0, хе (х,,х,+5) В, '(x)>0,WBJ(x)#=E 
2 处 取得 极 小 值 ; 

(3) 车 xe U(x,,6) 时 ,f'(x) 的 符号 保持 不 变 , 则 f(x) 在 x 处 没有 极 值 . 

证 事实 上 ,就 情形 (1) 来 说 ,根据 函数 单调 性 的 判定 法 , 函数 f(x) 在 
(xo-6,x6) 内 单调 增加 ,而 在 (xo ,xo+5) 内 单调 减少 ,又 由 于 函数 A(x) 在 %, 处 是 连 
续 的 , 故 当 xeD0D(x6,6) 时 ,总 有 f(x) </Сх„). 所 以 ,f(xo) 是 f(x) 的 一 个 极 大 值 


(图 3-12(a)). 
OA 


CoD<0 /'ох)>0 





(а) (b) 


y=f(x) j 


| 
S'PO | /(х)>0 





(с) (4) 
图 3-12 


类 似 地 可 论证 情形 (2) (图 3-12(b)) 及 情形 (3)( 图 3-12(c)、(d)). 
定理 2 也 可 简单 地 这 样 说 : 当 x 在 x 的 邻近 渐 增 地 经 过 x0 时, 如果/ "(x) 的 符号 
由 正 变 负 , 那 么 f(x) 在 x 处 取得 极 大 值 ;如 果 /'(x) 的 符号 由 负 变 正 ,那么 A(x) 在 xo 
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处 取得 极 小 值 ;如 果 /'(x) 的 符号 并 不 改变 ,那么 f(x) 在 x。 处 没有 极 值 
根据 上 面 的 两 个 定理 ,如 果 函 数 /(x) 在 所 讨论 的 区 间 内 连续 , 除 个 别 点 外 处 
处 可 导 , 那 么 就 可 以 按 下 列 步 又 来 求 /(%) 在 该 区 间 内 的 极 值 点 和 相应 的 极 值 : 
(1) 求 出 导数 (x) ; 
(2) 求 出 f(x) 的 金 部 驻 点 与 不 可 导 点 ; 
(з) 考察 1'(x) 的 符号 在 每 个 驻 点 或 不 可 导 点 的 左 、 右 邻近 的 情形 ,以 确定 
该 点 是 否 为 极 值 点 ;如 果 是 极 值 点 ,进一步 确定 是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 ; 
(4) 求 出 各 极 值 点 的 函数 值 , 就 得 函数 /(*) 的 全 部 极 值 . 
例 1 ЖЮ х) = (x-4)V(x+1) 的 极 值 . 
解 (1) /(x) 在 (-% ,+% ) 内 连续 , 除 x*=-1 外 处 处 可 导 , 且 
i 5(x-1) 
f а 
(2) 令 /'(x)=0, 得 驻 点 x=1,x=-1 为 /(x) 的 不 可 导 点 ; 
(3) 在 (-om ,-1) 内 ,f'(x)>0; 在 (-1,1) 内 ,f'(x)<0. 故 不 可 导 点 x=-1 是 
一 个 极 大 值 点 ;又 在 (1,+% ) 内 ,f(x*)>0, 故 驻 点 «=1 是 一 个 极 小 值 点 ; 
(4) 极 大 值 为 f( -1)=0, 极 小 值 为 1(1)= -3.%. 
当 函 数 /(*) 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 存在 且 不 为 零 时 ,也 可 以 利用 下 述 定理 来 
判定 f(x) 在 驻 点 处 取得 极 大 值 还 是 极 小 值 . 
定理 3( 第 二 充分 条 件 )” 设 函数 /(x) 在 x, 处 具有 二 阶 导 数 且 /'(x,)=0， 
f/f"(xo) #0, 则 
(1) 当 f/"(%。)<0 时 ,函数 FLx) 在 加 处 取得 极 大 值 ; 
(2) 34 f"(x,)>0 时 ,函数 几 x) 在 zx 处 取得 极 小 值 . 
证 在 情形 (1) ,由 于 f"(x。)<0, 按 二 阶 导数 的 定义 有 
Pta À лыс. 
根据 函数 极限 的 局 部 保 号 性 , 当 % 在 ,的 足够 小 的 去 心 邻 域内 时 ， 
MORKEN 
CE A 


х-х0 


<0. 


—%o 


0. 


IH /'(х,)= 0, 所 以 上 式 即 
Pta) <0. 


X 一 Xo 

从 而 知道 ,对 于 这 去 心 邻 域内 的 x 来 说 ,f'(%) 与 x*-% 符 号 相反 . 因此 , 当 
х-х,<0 即 z<x F ,f '(x)>0;`4 х-х„>0 即 x>xo 时 ,f'(x)<0. 于 是 根据 定理 2 知 
道 ,f(x) 在 点 x 处 取得 极 大 值 . 
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类 似 地 可 以 证 明 情 形 (2). 

定理 3 表明 ,如果 函 数 九 zx) 在 驻 点 xo 处 的 二 阶 导数 . 广 (xo) 关 0 ,那么 该 驻 点 
一定 是 极 值 点 ,并 且 可 以 按 二 阶 导数 "(x ) 的 符号 来 判定 (x) 是 极 大 值 还 是 
极 小 值 . 但 如 果 "(xo)= 0, 那 么 定理 3 就 不 能 应 用 . 35 Е, му ' (х) = 0, 
f"(xo)=0 时 ,f(x) 在 “处 可 能 有 极 大 值 ,也 可 能 有 极 小 值 ,也 可 能 没有 极 值 . 例 
如 ,f(x)= -x у, (х) ау, (х) 这 三 个 函数 在 x=0 处 就 分 别 属于 这 三 种 情 
况 . 因此 ,如 果 函 数 在 驻 点 处 的 二 阶 导数 为 零 , 那 么 可 以 用 一 阶 导 数 在 驻 点 左右 
邻近 的 符号 来 判定 ;如 果 函 数 在 驻 点 处 有 f(x0)=…=f"” (хо) = 0,7 (хо) 9 
0 ,那么 也 可 利用 具有 佩 亚 诺 余 项 的 泰 勤 公 式 来 讨论 判定 (参阅 本 节 习 题 4). 

例 2 Ж (х) = (x `-1) +1 的 极 值 . 

解 F(x)=6x(x -1) 

今 f'(x)=0, 求 得 驻 点 х =-l,x,=0,x,=1. 

f "(x)=6(x -1)(5x -1). y 

[8] /”(0)= 6>0, Ж f(x) Æ x=0 处 取得 极 
ЛМЕ, ЛМЕ 700) = 0. 

因 f"(-1)=f"(1)=0, 故 用 定理 3 无 法 判 
У]. И a) EEA -l 及 x, = 
1 左右 邻近 的 符号 : 

当 x 取 -1 左 侧 邻近 的 值 时 ,f ' (х) <0; чх =1 | x 
取 -1 右 侧 邻 近 的 值 时 ,f'(x)<0; 因 为 1'(x) 的 图 3-13 
符号 没有 改变 ,所 以 f(x) 在 x=-1 处 没有 极 
值 . 同 理 ,f(x) 在 x=1 处 也 没有 极 值 (图 3-13). 


SO- 


二 、 最 大 值 最 小 值 问题 


在 工农 业 生产 .工程 技术 及 科学 实验 中 ,常常 会 遇 到 这 样 一 类 问题 :在 一 定 条 
件 下 ,怎样 使 “产品 最 多 “用 料 最 省 “成 本 最 低 “ 效 率 最 高 "等 问题 ,这 类 问题 在 
数学 上 有 时 可 归结 为 求 某 一 函数 (通常 称 为 目标 函数 ) 的 最 大 值 或 最 小 值 问题 

假定 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,在 开 区 间 (a,5) 内 除 有 限 个 点 外 可 
导 , 且 至 多 有 有 限 个 驻 点 . 在 上 述 条 件 下 ,我 们 来 讨论 f(x) 在 La,b] 上 的 最 大 值 
和 最 小 值 的 求法 . 

首先 ,由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 可 知 ,f(x) 在 [a,6] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 
一 定 存在 . 

其 次 ,如 果 最 大 值 (或 最 小 值 )f(xo ) EFKE a,b) AKIA *o 处 取得 ,那么 ， 
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按 久 x) 在 开 区 间 内 除 有 限 个 点 外 可 导 且 至 多 有 有 限 个 驻 点 的 假定 ,可 知 f(% ) — 
定 也 是 所 x) 的 极 大 值 ( 或 极 小 值 ) ,从 而 x 一 定 是 f(x) 的 驻 点 或 不 可 导 点 . 又 
fx) 的 最 大 值 和 最 小 值 也 可 能 在 区 间 的 端点 处 取得 . 因此 ,可 用 如 下 方法 求 
f(x*) 在 La,b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

(1) Ж) (а, Б) РОЗЕ ЛОЛА А; 

(2) х) fE ЕЖЕ Г АКНО РЕ ВИА Җ/ а) ,f(b); 

(3) 比较 (2) 中 诸 值 的 大 小 ‚ЖН ЖЖЖЖ Е /(х){Е[ а,Ь] Ей, z 
小 的 便 是 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 小 值 . 

З 求 函 数 /(x)= Ix -3x+21 在 [-3,4] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


х°*-3х+2, хє[-3,1]0[2,4], 

解 Kosi aaa, хє (1,2). 
- _ 2х-3, xe(-3,1)U(2,4), 

f (=, хє (1,2). 


#E(-3,4) W /(z) ЗЕ ДМ x= i ЖАГ == 1 2. 


7-3) = 20,/01)=0,7() =+ /(2)=0,/(4)= 6, ЕТИ Ла) fE х= 


-3 h R f Ç ЛЕ [-3,4] E 0 Ж AXO f 20, Е x= 1 #l x = 2 ЖЩ (8 Ç 
在 [-3,4] 上 的 最 小 值 0. 

例 4 铁路 线 上 AB 段 的 距离 为 100 km. 工厂 C 距 4 处 为 20 km,4C 垂直 于 
AB (图 3-14). 为 了 运输 需要 ,要 在 4B 线 上 | 
选 定 一 点 DD 向 工厂 修筑 一 条 公路 . 已 知 铁路 人 
每 千 米 货运 的 运费 与 公路 上 每 千 米 货运 的 
运费 之 比 为 3 : 5. 为 了 使 货物 从 供应 站 B ë 
到 工厂 C 的 运费 最 省 , 问 D 点 应 选 在 何 处 ? 

解 设 4D=x km, 则 DB=(100-x)km, 


CD= 20° +x =V400+x2 . 
由 于 铁路 上 每 千 米 货运 的 运费 与 公路 上 每 千 米 货运 的 运费 之 比 为 3 : 5, 因 
此 我 们 不 妨 设 铁路 上 每 千 米 的 运费 为 3k, 公 路 上 每 千 米 的 运费 为 5k (上 为 某 个 
正 数 , 因 它 与 本 题 的 解 无 关 , 所 以 不 必定 出 ). 设 从 B 点 到 C 点 需要 的 总 运费 为 
y, W 


图 3-14 


y=5k - CD+3k - DB, 


D 当 f(x) 在 (a,8) 内 没有 驻 点 时 ,这 个 求 驻 点 的 步骤 自动 取消 . 
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即 
y=5kV400+x” +3k(100-x) (0<х%100). 
现在 ,问题 就 归结 为 :x 在 [0,100] 内 取 何 值 时 目标 函数 y 的 值 最 小 . 
ЖЖ y 对 x 的 导数 





5х 
y'= 3 
„/400 +x 
解 方程 y' ЕО,{Ң х=15 km. 


HF y1,.o =400k,yl,. s =380k,y|,.,0 = 500k 1+5 Н yl, =380k 为 


最 小 ,因此 , 当 A4D=x=15 km 时 ,总 运费 为 最 省 . 

在 求 函数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 时 ,特别 值得 指出 的 是 下 述 情形 :f(x) 在 一 
个 区 间 ( 有 限 或 无 限 , 开 或 闭 ) 内 可 导 且 只 有 一 个 驻 点 x, ,并且 这 个 驻 点 tE K 
数 A(x) 的 极 值 点 ,那么 , 当 f(x) 是 极 大 值 时 ,f(xo) 就 是 f 作 x) 在 该 区 间 上 的 最 大 
值 (图 3-15(a)); 当 玫 x。) 是 极 小 值 时 ,f(x。) 就 是 帮 x) 在 该 区 间 上 的 最 小 值 (图 
3-15(b)). 在 应 用 问题 中 往往 遇 到 这 样 的 情形 . 


y=f@) Z | 
| 
| 





| 
т у 1 
| | | 
о а Xo b x 
(a) (b) 
图 3-15 


例 5 一 束 光 线 由 空气 中 点 4 经 过 水 面 折射 后 到 达 水 中 点 8 (图 3-16). 
已 知 光 在 空气 中 和 水 中 传播 的 速度 分 别 是 w 和 ,光线 在 介质 中 总 是 沿 着 耗 时 
最 少 的 路 径 传播 . 试 确定 光线 传播 的 路 径 . 4 

# i aK А АКЕ НЕЕ 0А, АО 
B 到 水 面 的 垂直 距离 为 BQ =һ,,х 轴 沿 水 面 过 点 
0 和 0,00 的 长 度 为 

由 于 光线 总 是 沿 着 耗 时 最 少 的 路 径 传播 , 因 
此 光线 在 同一 均匀 介质 中 必 沿 直线 传播 : 设 光线 
的 传播 路径 与 轴 的 交点 为 P,OP=x, 则 光线 从 83-16 
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4 到 B 的 传播 路 径 必 为 折线 АРВ ,其 所 需要 的 传播 时 间 为 
а ук +e „ve H = [0,1]. 


下 面 来 确定 x REPAR T(=) #10, 1] 上 取得 最 小 值 . 
由 于 
1 x 1 1-х 


Т'(х)= — • = җ; É , ®є[0,/], 
ы hitz’ ?з һЬ;+(1—х)°* 











=>0, xe [0,1], 





v, EE 9 [h+ (1-z)2]7 
T'(0)<0, Т'(1)>0, 
X Т'(х) 10,1] EEZ k T'(x)fE(0,1) 内 存在 唯一 零点 хо, Н x: T( x) fE 
(0,7) 内 的 唯一 极 小 值 点 ,从 而 也 是 T(x) 在 [0,L] 上 的 最 小 值 点 . 
É x 满足 7T'(x)=0, 即 


Xo 1-х, 


va/hi +x „+01, ) 





и. 
Xo А 1-х, : 
——=sin 0, , =———=sin 0,, 
hi +x Jhi+(1—x,) 
就 得 到 





sin 0, _sin 0, 
这 就 是 说 , 当 点 满足 以 上 条 件 时 ,4PB 就 是 光线 的 传播 路 径 . 上 式 就 是 光学 中 
著名 的 折射 定律 ,其 中 Ө, ,9 分 别 是 光线 的 人 射 角 和 折射 角 ( 见 图 3-16). 

还 要 指出 ,实际 问题 中 ,往往 根据 问题 的 性 质 就 可 以 断定 可 导 函 数 f( x ) 确 
有 最 大 值 或 最 小 值 ,而 且 一 定 在 定义 区 间 内 部 取得 . 这 时 如 果 f(x) 在 定义 区 间 
内 部 只 有 一 个 驻 点 x6 ,那么 不 必 讨论 . 几 xo) 是 不 是 极 值 ,就 可 以 断定 败 xo ) 是 最 大 


值 或 最 小 值 . 
例 6 把 一 根 直径 为 4 的 圆 木 锯 成 截面 为 矩形 的 梁 < 
(图 3-17). 问 和 矩形 截面 的 高 人 和 宽 b 应 如 何 选择 才能 使 
粱 的 抗 弯 截 面 模 量 最 大 ? 
解 ”由 力学 分 析 知道 :矩形 梁 的 抗 弯 截 面 模 量 为 
W= bh. 
由 图 3-17 看 出 ,b 与 六 有 下 面 的 关系 : 图 3-17 
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h° = d° -b 


1 2 з 
W=—(d b-b). 
g (db-t) 


这 样 ,WW 就 与 6 存在 函数 关系 ,b 的 变化 范围 是 (0,d). 现在 ,问题 化 为 :6 等 于 多 
少时 目标 函数 = (Б) КИН? УЮ, КОИХ 


noA 2 2 
W е (d -3b ). 


S WW'=0, 解 得 


由 于 梁 的 最 大 抗 弯 截面 模 量 一 定 存在 ,而 且 在 (0,d) 内 部 取得 ;现在 ,W'=0 在 
(0,4) 内 只 有 一 个 根 b= 证 所 以 , 当 5=/ 计 4 时 ,WW 的 值 最 大 ,这 时 ， 


2 2 р2 2 1 2 2 ж 
h =d -b =d 20—30» 


即 
2 
亦 即 


d: h: b= : 02 :1. 

例 7 假设 某 工厂 生产 某 产品 * 千 件 的 成 本 是 C(x)=x -6x +15x, 售 出 该 
产品 x 千 件 的 收入 是 r(x)= 9x. 问 是 否 存 在 一 个 能 取得 最 大 利润 的 生产 水 平 ? 
如 果 存 在 的 话 , 找 出 这 个 生产 水 平 . f 

Я ”由 题 意 知 , 售 出 x 千 件 产品 的 利润 是 

p(x)=r(x)-C(x). 
如 果 p(x) 取 得 最 大 值 , 那 么 它 一 定 在 使 得 p'(x)=0 的 生产 水 平 处 获得 . 因此 , 令 
p'(x)=r'(x)-C'(x)=0, 
即 
r'(xy= C x). 
得 
x -4x+2 = 0. 





mig = 258... 5. 


x, =2-V2 =0. 586 ,x, =2+/2 ~3. 414. 
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又 

p”(x)=-6x+12,p"(x;)>0,p"(x,)<0. 
故 在 x, = 3. 414 处 达到 最 大 利润 ,而 在 x, = 
0. 586 处 发 生 局 部 最 大 亏损 . 

在 经 济 学 中 , 称 C'(x) 为 边际 成 本 ,r'(x) 为 
边际 收入 ,p'(x) 为 边际 利润 . 上 述 结果 表明 :在 
给 出 最 大 利润 的 生产 水 平 上 ,r'(%*)= С' (х), Вр 
边际 收入 等 于 边际 成 本 . 上 面 的 结果 也 可 以 从 
图 3-18 的 成 本 曲线 和 收入 曲线 中 看 出 . 


2] йй 3-5 

1. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 
(1) у=2х*-6х?'-18х+7; (2) у=х-1п(1+х); 
(3) у= -х*+24°; (4) у=5+4/ 1-х; 

y 2 
(5) yali (6) ре йа, 

4+5x° x +x+1 

(7) у=е*соѕ x; (8) у=; 
(9) у=3-2(х+1)7; (10) y=x+tan x. 





С(х)=х2-6х2+15х 


2. АЧЕН: ШЖ уал tba? +ex+d 满足 条 件 外 -3ce<0, 那 么 这 函数 没有 极 人 
з. ДЫ а SH 8х) = asin xsin 3* 在 *= 工 处 取得 极 值 ? 它 是 极 大 值 还 是 


极 小 值 ?并 求 此 极 值 . 


4. 设 函 数 /z) 在 和 处 有 普 阶 导数 , 且 广 (ma)= 太 (xz)=……= 广 (xzo)=0 (x) #0, ШЕ 


明 : 
(1) H 为 奇数 时 ,f(x) 在 x 处 不 取得 极 值 ; 


(2) 当 为 偶数 时 ,AKCx) 在 和 处 取得 极 值 , 且 当 产 "(xo)<0 时 ,Asxo) 为 极 大 值 , 当 


(xo)>0 时 ,f(x ) 为 极 小 值 . 


5. 试 利用 习题 4 的 结论 ,讨论 函数 /(x)= e'+e “+2cos x 的 极 值 . 


6. 求 下 列 函 数 的 最 大 值 .最 小 值 ; 


(1) y=2x -3x ,-1=x=4; (2) у=х*-8х°+2,-1<х<3; 


(3) у=х+,/1-х,-5<х=1. 


7. 问 函数 y=2x’-6x*-18x-7 (1<x<4) 在 何 处 取得 最 大 值 ? 并 求 出 它 的 最 大 值 . 


в. [ЖГ у=а7-24 (x<0) 在 何 处 取得 最 小 值 ? 
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x 


9. р y= 





== (x 宇 0) 在 何 处 取得 最 大 值 ? 


10. 某 车 间 靠 墙壁 要 盖 一 间 长 方形 小 屋 , 现 有 存 砖 只 够 砌 20 m 长 的 墙壁 . 问 应 围 成 怎样 
的 长 方形 才能 使 这 间 小 屋 的 面积 最 大 ? 

11. 要 造 一 圆柱 形 油 饶 ,体积 为 了, 问 底 半径 r 和 高 h 各 等 于 多 少时 ,才能 使 表面 积 最 小 ? 
这 时 底 直 径 与 高 的 比 是 多 少 ? 

12. 某 地 区 防空 洞 的 截面 拟 建成 矩形 加 半圆 (图 3-19). 截面 的 面积 为 5 m°. 问 底 宽 x 为 
多 少时 才能 使 截面 的 周 长 最 小 ,从 而 使 建造 时 所 用 的 材料 最 省 ? 

13. 设 有 质量 为 5 kg 的 物体 , 置 于 水 平面 上 , 受 力 F 的 作用 而 开始 移动 (图 3-20). 设 摩 
ЖЖ и =0. 25,7 F 与 水 平 线 的 交角 a 为 多 少时 , 才 可 使 力 F 的 大 小 为 最 小 . 





P 
3-19 3-20 


14. 有 一 杠杆 ,支点 在 它 的 一 端 . 在 距 支 点 0. 1 m 处 挂 一 质量 为 49 kg 的 物体 . 加 力 于 杠 
杆 的 另 一 端 使 杠杆 保持 水 平 (图 3-21). 如 果 杠 杆 的 线 密度 为 5 kg/m, 求 最 省 力 的 杆 长 ? 

15. 从 一 块 半径 为 丸 的 圆 铁 片上 剪 去 一 个 扇形 做 成 一 个 漏斗 (图 3-22).: 问 留 下 的 扇形 
的 圆心 角 2 取 多 大 时 ,做 成 的 漏斗 的 容积 最 大 ? 


F 
0.1 m 
= A 
О 
49 kg e 
3-21 3-22 


16. 某 吊车 的 车 身高 为 1.5 m, 吊 臂 长 15 m. 现在 要 把 一 个 6 m 92 m 高 的 屋 架 (如 图 3- 
23(a) ) ,水 平地 吊 到 6 m 高 的 柱子 上 去 (如 图 3-23(b)), 问 能 否 吊 得 上 去 ? 

17. 一 房地产 公司 有 50 套 公寓 要 出 租 . 当月 租金 定 为 4 000 元 时 ,公寓 会 全 部 租 出 去 . 当 
月 租金 每 增加 200 元 时 ,就 会 多 一 套 公寓 租 不 出 去 ,而 租 出 去 的 公寓 平均 每 月 需 花 费 400 元 
的 维修 费 . 试问 房租 定 为 多 少 可 获得 最 大 收入 ? 

18. 已 知 制作 一 个 背包 的 成 本 为 40 元 . 如 果 每 一 个 背包 的 售 出 价 为 * 元 , 售 出 的 背包 数 由 
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(a) (b) 
3-23 


a 


х-40 
给 出 ,其 中 a,4 为 正常 数 . 问 什么 样 的 售 出 价格 能 带 来 最 大 利润 ? 





+b(80-x) 


n= 
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借助 于 一 阶 导 数 的 符号 ,可 以 确定 函数 图 形 在 哪个 区 间 上 上 升 ,在 哪个 区 间 
上 下 降 ; 借 助 于 二 阶 导 数 的 符号 ,可 以 确定 函数 图 形 在 哪个 区 间 上 为 凸 ,在 哪个 
区 间 上 为 凸 ,在 什么 地 方 有 拐点 . 知道 了 函数 图 形 的 升降 、 四 是 以 及 拐点 后 ,也 就 
可 以 掌握 函数 的 性 态 ,并 把 函数 的 图 形 画 得 比较 准确 . 

现在 , 随 着 现代 计算 机 技术 的 发 展 ,借助 于 计算 机 和 许多 数学 软件 ,可 以 方 
便 地 画 出 各 种 函数 的 图 形 . 但 是 ,如 何 识别 机 器 作 图 中 的 误差 ,如 何 掌握 图 形 上 
的 关键 点 ,如何 选择 作 图 的 范围 等 ,从 而 进行 人 工 干预 ,仍然 需要 我 们 有 运用 微 
分 学 的 方法 描绘 函数 图 形 的 基本 知识 . 

利用 导数 描绘 函数 图 形 的 一 般 步 又 如 下 : 

第 一 步 ”确定 函数 y=f(x) 的 定义 域 及 函数 所 具有 的 某 些 特性 (如 奇偶 性 、 
周期 性 等 ) ,并 求 出 函数 的 一 阶 导 数 1'(x) 和 二 阶 导数 "(x); 

第 二 步 ” 求 出 一 阶 导数 (x) 和 二 阶 导 数 /"(x) 在 函数 定义 域内 的 全 部 零 
点 ,并 求 出 函数 作 x) 的 间断 点 及 f'(x) 和 f"(x) 不 存在 的 点 ,用 这 些 点 把 函数 的 
定义 域 划 分 成 几 个 部 分 区 间 ; 

第 三 步 ” 确 定 在 这 些 部 分 区 间 内 f'(x) 和 了"(x) 的 符号 ,并 由 此 确定 函数 图 
形 的 升降 、 四 上 同和 拐点 ; 

第 四 步 ” 确 定 函 数 图 形 的 水 平 、. 铅 直 渐 近 线 以 及 其 他 变化 趋势 ; 

第 五 步 算出 f(x) 和 "(x) 的 零点 以 及 不 存在 的 点 所 对 应 的 函数 值 , 定 出 
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图 形 上 相应 的 点 ;为 了 把 图 形 描绘 得 准确 些 , 有 时 还 需要 补充 一 些 点 ,然后 结 
第 三 、 四 步 中 得 到 的 结果 ,联结 这 些 点 画 出 函数 y=f(x) 的 图 形 . 
例 1 画 出 函数 y=x -x -x+1 的 图 形 . 
解 (1) 所 给 函数 y=f(x) 的 定义 域 为 (-w ,+o ) ,而 
f'(x)=3x-2x-] =(3x+1)(x-1), 
/"(х)= 6х-2=2(3х-1). 
1 


(2) 7(z) 的 零点 为 *= -二 和 1M"(z) 的 零点 为 x= 卫 .将 点 x=- 了 ,二 ,1 由 

小 到 大 排列 ,依次 把 定义 域 (-m ,+wm ) 划 分 成 四 个 部 分 区 间 
,Te 

(3) (о) її ,/'(х)>0,/”(х) <0, 所 以 在 ( -0 ,-+] 上 的 曲线 弧 上 
升 而 且 是 凸 的 . 

在 -村 >з) HS <O”) <0, 所 以 在 | - 计 , 计 | 上 的 曲线 弧 下 降 而 且 
是 西 的 

同样 ,可 以 讨论 在 区 间 | 于 ,1] 及 区 间 [1,+% ) 上 相应 的 曲线 弧 的 升降 和 加 
ri. 为 了 明确 起 见 ,我 们 把 所 得 的 结论 列 成 下 表 : 




















y=f(x) W EJE 


这 里 记号 /表示 曲线 弧 上 升 而 且 是 凸 的 ,六 表示 曲线 弧 下 降 而 且 是 凸 的 , N Ж 
MHRI Т КЕПП Н. ЖЕП), /表示 曲线 弧 上 升 而 且 是 凹 的 . 
(4) 当 x 一 +oo 时 ,y 一 +o ; 当 x 一 -oo 时 ,y 一 -oo . 


(5) 算出 x=- 可 ,可 ,处 的 函数 什 


1、32 гру. 16 _ 
I-a] 2] з) 5z /(1)=0. 
从 而 得 到 函数 y=x -x -x+1 图 形 上 的 三 个 点 
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8). oa. 
适当 补充 一 些 点 . 例如 ,计算 出 
K-1)=0, A0)=1, A3) =$. 
就 可 补充 描 出 点 (- 1,0), 点 (0,1) 和 点 
(360) :结合 (3)、(4) 中 得 到 的 结果 ,就 可 以 


El 
ЕЕ 





у= -x -х+1 


的 图 形 ( 图 3-24). 














2 -l 。 翅 的 图 形 . 
例 2 描绘 ай = =° 的 图 形 
J: е 
1) HA A x)= e 了 7 的 定义 ] -œ ,+% ). 
解 (1) A +w .由 于 
Es ы E. A 
= 


所 以 败 x) 是 偶 函 数 , 它 的 图 形 关 于 Y 轴 对 称 . 因此 可 以 只 讨论 [0,+% ) 上 该 函数 
的 图 形 . 求 出 











22 1 22 
f: (= (—®)= = A 
f"(x)= —= ене" - (—x)] ан), 


(2) (0, +% ) 上 ,f'(x) 的 零点 为 x=0;f"(%) 的 零点 为 x=1. 用 点 x=1 把 
[0,+% ) 划 分 成 两 个 区 间 [0,1] 和 [1,+o ). 

(3) 在 (0,1) 内 ,f"'(x)<0,f"(x)<0, 所 以 在 [0,1] 上 的 曲线 弧 下 降 而 且 是 
їй. 

ТЕ(1,+®)ру,/'(х)<0,/”"(х)>0, WAEL, +оо ) 上 的 曲线 弧 下 降 而 且 是 
四 的 . 

上 述 的 这 些 结果 ,可 以 列 成 下 表 : 








f(x) 
y=f(x) ЖМ 
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(4) 由 于 Пт f(z)= 0, 所 以 图 形 有 一 条 水 平 渐 近 线 y=0. 








(5) 算出 0)= Л) 元 二 从 而 得 到 函数 
Е 
1 а? 
еу 
шж кїтїї M, (0 z) я u,[1, >=): жин 72) = l вн.) 





结合 (3) (4) 的 讨论 , 画 出 函数 y= 0, ка ) 上 的 图 形 . 最 后 ,利用 图 形 
т 


的 对 称 性 , 便 可 得 到 函数 在 (-w ,0] 上 的 图 形 (图 3-25). 





36x 








КЕ 

解 (1) MARX у= (х) ВХ у (оо ,-3), (-3, +оо). 
оҳ 36(3-s]) ах с Tir) 
е огы Р айе TY 


(2) /'(х) Ж лд g х=3;/"(х) у лд J x=6;x=-3 是 函数 的 间断 点 . 点 
x*=-3x=3 和 x=6 把 定义 域 划分 成 四 个 部 分 区 间 : 
(-o ,-3),(-3,3],[3,6],[6,+o ). 
(3) 在 各 部 分 区 间 内 jj(x*) 及 .六 (x) 的 符号 .相应 曲线 弧 的 升降 .凹凸 和 抛 
点 等 如 下 表 : 










f'(x) 
/"(ж) 
y=f(=) їй E] JÉ 












六 一 十 加 


条 馈 直 渐 近 线 x= 3. 
(5) 算出 x=3,6 处 的 函数 值 : 


* 166 · 


第 六 节 ”函数 图 形 的 描绘 


/(3)=4, f(6)= 1, 
从 而 得 到 图 形 上 的 两 个 点 
Mi(3,4) 0:(6 ,与 |， 
又 由 于 
/00)= 1,7-1) = -8,/(-9)= -8,/(-15)= -个 ， 
得 图 形 上 的 四 个 点 
M,(0,1), М,(-1,-8), М,(-9,-8), м.(-15.-2). 


36x 


(у+зу* ЕЕ 3- 





结合 (3)、(4) 中 得 到 的 结果 , 画 出 函数 y=1+ 


N 


6 所 示 . 





描绘 下 列 函 数 的 图 形 : 


1. y=- (a 66 +8x+7); 





2. y 


3. у 


4. y=x'+—; 
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第 七 节 曲 ж 


一 、 弧 微分 


作为 曲率 的 预备 知识 , 先 介 绍 弧 微分 的 概念 . 
设 函 数 f(x) 在 区 间 (a,b) 内 具有 连续 导数 . 在 曲线 y=f(x) 上 取 固 定点 
M(xo ,Yo) 作 为 度量 弧 长 的 基点 (图 3-27) ,并 规定 依 x 增 大 的 方向 作为 曲线 的 
正 向 . 对 曲线 上 任 一 点 M(x,y) ,规定 有 向 弧 段 Nu 让 的 值 。 (简称 为 弧 s) ОТ: 
的 绝对 值 等 于 这 弧 段 的 长 度 , 当 有 向 弧 段 思 , 必 的 方向 与 曲线 的 正 向 一 致 时 s>0， 
相反 时 s<0. TIR, IA s 与 x 存在 函数 关系 :s=s(x) ,而 且 s(x) 是 x 的 单调 增加 函 
数 . FERR s(x) 的 导数 及 微分 . 
设 x,x+Ax 为 (a,b) 内 两 个 邻近 的 点 ,它们 在 > 
曲线 y=f(x) 上 的 对 应 点 为 村 ,M'( 图 3-27) ,并 设 
对 应 于 x 的 增 量 为 Ax, 弧 * 的 增 量 为 As, 那 么 
As=M,M'-M,M=MM". 


于 是 





全 (ИН. ММ' ` IMM'I 
| Ах [= (Ax)? 





t s. 











ee Жу мү] | 


令 Ax 一 0 取 极 限 ,由 于 Ax 一 0 时 ,M' 一 ,这 时 弧 的 长 度 与 强 的 长 度 之 比 的 极限 





D ”有 向 弧 段 而 和 W 的 值 也 常 记 作 饭 条 , 即 记 号 向 。 闭 既 表示 有 向 弧 段 ,又 表示 有 向 弧 眉 的 值 . 


- 168: 


第 七 节 曲率 


等 于 1, 即 
IMM'I 
lim = 
m'—=MIMM'I 
М. 
Е 
因此 得 
ds_, 1+ ‚2 
dx A 
由 于 s=s(x) 是 单调 增加 函数 ,从 而 根 号 前 应 取 正 号 ,于 是 有 
ds=V1+y’ dx. (7-1) 


二 、 曲 率 及 其 计算 公式 


我 们 直觉 地 认识 到 :直线 不 弯曲 ,半径 较 小 的 圆 弯曲 得 比 半径 较 大 的 圆 厉害 
些 , 而 其 他 曲线 的 不 同 部 分 有 不 同 的 弯曲 程度 ,例如 抛物 线 y=x 在 顶点 附近 弯 
曲 得 比 远离 顶点 的 部 分 厉害 些 . 

在 工程 技术 中 ,有 时 需要 研究 曲线 的 弯曲 程度 . 例如 ,船体 结构 中 的 钢 梁 、 机 
床 的 转轴 等 ,它们 在 荷载 作用 下 要 产生 弯曲 变形 ,在 设计 时 对 它们 的 弯曲 必须 有 
一 定 的 限制 ,这 就 要 定量 地 研究 它们 的 弯曲 程度 . 为 此 首先 要 讨论 如 何 用 数量 来 
描述 曲线 的 弯曲 程度 . 





Mı 


图 3-28 3-29 


在 图 3-28 аи, IBM, M, ERF E, 4 2JJ О BEIA М, 移动 到 
M, 时 ,切线 转 过 的 角度 p, EK, БЕМ,М, НЕН E , f gp, 就 比较 大 . 


- 169 - 


®== ”微分 中 值 定理 与 导数 的 应 用 





但 是 ,切线 转 过 的 角度 的 大 小 还 不 能 完全 反映 曲线 弯曲 的 程度 . 例如 ,从 图 


3-29 中 可 以 看 出 ,两 段 曲 线 弧 机, 必 , 及 NiN, 尽 管 切线 转 过 的 角度 都 是 p, 然 而 弯 
曲 程度 并 不 相同 , 短 弧 段 比 长 弧 段 弯曲 得 厉害 些 . 由 此 可 见 ,曲线 弧 的 弯曲 程度 
还 与 弧 段 的 长 度 有 关 . 

按 上 面 的 分 析 ,我 们 引入 描述 曲线 弯曲 程度 的 曲率 概念 如 下 : 

设 曲线 C 是 光滑 的 了 ,在 曲线 C 上 选 定 一 点 WM。 作 为 度量 弧 * 的 基点 . 设 曲线 
上 点 M 对 应 于 弧 s, 在 点 M 处 切线 的 倾角 为 a (这 里 假定 曲线 C 所 在 的 平面 上 
已 设立 了 x0y 坐 标 系 ) ,曲线 上 另外 一 点 M' 对 应 
FIR s+As ,在 点 M' 处 切线 的 倾角 为 w+Aa( 图 3 


-30) , 则 弧 段 N 太 ' 的 长 度 为 1As1 , 当 动 点 从 M 移 
动 到 M' 时 切线 转 过 的 角度 为 1Aal. 


我 们 用 比值 全, 即 单位 弧 段 上 切线 转 过 








的 角度 的 大 小 来 表达 弧 段 NM1' 的 平均 弯曲 程度 ， 


把 这 比值 叫做 弧 段 WN1' 的 平均 曲率 ,并 记 作 K, Вр 
Ае 
Аз 

类 似 于 从 平均 速度 引进 瞬时 速度 的 方法 , 当 As 一 0 时 ( 即 M'SSM B) ,上述 
平均 曲率 的 极限 叫做 曲线 C 在 点 M 处 的 曲率 , 记 作 К, ВП 


K= 














TE lim AS „баў E И REF ‚К 也 可 以 表示 为 


de 
ds 


对 于 直线 来 说 ,切线 与 直线 本 身 重合 , 当 点 沿 直线 移动 时 ,切线 的 倾角 a 不 
变 (图 3-31) ,Aa=0,2&=0, 从 而 к= |99 | -0. 这 就 是 说 ,直线 上 任意 点 М 处 的 


曲率 都 等 于 零 ,这 与 我 们 直觉 认识 到 的 “直线 不 弯曲 "一 致 . 
设 圆 的 半径 为 a, 由 图 3-32 可 见 圆 在 点 M M' 处 的 切线 所 夹 的 角 Aa 等 于 


圆心 角 MDM'. 但 MDM'= 全 ,于 是 


K= . (7-2) 














O HHR Ба АБА YER , НЕА МИЛ д НО h T E Н SJ , k FE AS li ЖЭ Жк 29 Ж.Н ЕН 26. 
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从 而 








图 3-31 3-32 


因为 点 M 是 圆 上 任意 取 定 的 一 点 ,上 述 结论 表示 圆 上 各 点 处 的 曲率 都 等 于 半径 
a 的 倒数 二 ,这 就 是 说 ,图 的 弯曲 程度 到 处 一 样 , 且 半径 越 小 曲率 越 大 , 即 贺 弯 曲 


得 越 厉害 . 

在 一 般 情 况 下 ,我 们 根据 (7-2) 式 来 导出 便于 实际 计算 曲率 的 公式 . 

设 曲线 的 直角 坐标 方程 是 y= 几 zx) , 且 f(x) 具 有 二 阶 导 数 (这 时 f'(%) 连续， 
从 而 曲线 是 光滑 的 ). 因为 tan a=y', 所 以 


2 da ” 
sec Qa — = y”, 
dx 








da_ _ y" z у" 
dx 1+tan’a 1+у'?” 
于 是 
da= dx 
又 由 (7-1) 知 道 
ds=V1+y dx. 
从 而 ,根据 曲率 天 的 表达 式 (7-2) ,有 
17y”1| 
K= nya (7-3) 
设 曲线 由 参数 方程 
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x=p(t), 
mes 
给 出 , 则 可 利用 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 求 导 法 , 求 出 y', 及 y",, 代 入 (7-3) 便 
得 
g- (DY) ф"(0) (0) 1 
СОБ НОЗИМ 
例 1 计算 等 边 双 曲线 xy=1 在 点 (1,1) 处 的 曲率 . 





(7-4) 


解 ” 由 y= 一 ,得 
, 1 т 2 
J = 12" y ты 
因此 ， 
y'l,.=-1, у, =2. 
把 它们 代入 公式 (7-3) , 便 得 曲线 xy=1 在 点 (1,1) 处 的 曲率 为 
2 V2 





ИШҮ УЫ ЕЕ 
例 2 抛物 线 yY=ax?+bz+e 上 哪 一 点 处 的 曲率 最 大 ? 
解 ” 由 y=ax +bx+c, 得 
у' 29а, y"=2a, 
代入 公式 (7-3) ,得 
l2a1 
Sd] 
因为 K 的 分 子 是 常数 12a1, 所 以 只 要 分 母 最 小 ,K 就 最 大 . 容易 看 出 , 当 


2ax+b=0, 即 *=- 沁 时 ,K 的 分 母 最 小 ,因而 K 有 最 大 值 12a1. 而 *=- 世 所 对 应 


的 点 为 抛物 线 的 顶点 . 因此 ,抛物 线 在 顶点 处 的 曲率 最 大 . 
在 有 些 实际 问题 中 ,1y'1 同 1 比较 起 来 是 很 小 的 (有 的 工程 技术 书 上 把 这 种 
关系 记 成 ly'1<<1) ,可 以 忽略 不 计 . 这 时 ,由 





1+у2=1, 
而 有 曲率 的 近似 计算 公式 
2 
(1+у'?)?^ У 


这 就 是 说 , 当 1y'1<<1l 时 ,曲率 天 近似 于 1y"1. 经 过 这 样 简化 之 后 ,对 一 些 复杂 问 
题 的 计算 和 讨论 就 方便 多 了 . 
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三 、 曲 率 圆 与 曲率 半径 


设 曲线 y=/(x) 在 点 M(x,y) 处 的 曲率 为 K (K=0). 在 点 MM 处 的 曲线 的 法 
线 上 ,在 目的 一 侧 取 一 点 也 ,使 1DMI =+ =P. 以 万 


为 圆心 ,p 为 半径 作 圆 (图 3-33) ,这 个 圆 叫 做 曲 
线 在 点 M 处 的 曲率 圆 ,曲率 圆 的 圆心 D 叫做 曲 
线 在 点 M 处 的 曲率 中 心 ,曲率 圆 的 半径 p 叫做 曲 
线 在 点 M 处 的 曲率 半径 . 

按 上 述 规定 可 知 , 曲 率 圆 与 曲线 在 点 M 有 
相同 的 切线 和 曲率 , 且 在 点 М 邻近 有 相同 的 四 
向 . 因此 ,在 实际 问题 中 ,常常 用 曲率 圆 在 点 呆 邻 
近 的 一 段 圆 弧 来 近似 代替 曲线 弧 ,以 使 问题 简化 . 

按 上 述 规定 . 曲线 在 点 МОНУ К (K 半 0) 与 曲线 在 点 M 处 的 曲率 半径 
p 有 如 下 关系 : 





р= т. k= 
这 就 是 说 :曲线 上 一 点 处 的 曲率 半径 与 曲线 在 
该 点 处 的 曲率 互 为 倒数 . 

例 3 设 工件 内 表面 的 截 线 为 抛物 线 y= 
0. 4x° (图 3-34). 现在 要 用 砂轮 磨 削 其 内 表 
面 . 问 用 直径 多 大 的 砂轮 才 比 较 合 适 ? 

解 ” 为 了 在 磨 前 时 不 使 砂轮 与 工件 接触 





处 附近 的 那 部 分 工件 磨 去 太 多 ,砂轮 的 半径 应 图 3-34 
不 大 于 抛物 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 小 值 . 
由 本 节 例 2 知道 ,抛物 线 在 其 顶点 处 的 曲率 最 大 ,也 就 是 说 ,抛物 线 在 其 顶点 处 


的 曲率 半径 最 小 .因此 ,只 要 求 出 抛物 线 y = 0. 4x° 在 顶点 0(0,0) 处 的 曲率 半 
径 . 由 
y'=0. 8x, у”=0.8, 
而 有 
y l.. | =0, vy | = 0.8. 
把 它们 代入 公式 (7-3) ,得 
K=0.8. 
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因而 求 得 抛物 线 项 点 处 的 曲率 半径 
1 
= 天 = 1. 25. 


所 以 选用 砂轮 的 半径 不 得 超过 1. 25 单位 长 , 即 直径 不 得 超过 2. 50 单位 长 . 
对 于 用 砂轮 磨 削 一般 工件 的 内 表面 时 ,也 有 类 似 的 结论 , 即 选 用 的 砂轮 的 半 
径 不 应 超过 这 工件 内 表面 的 截 线 上 各 点 处 曲率 半径 中 的 最 小 值 . 


“四 、 曲 率 中 心 的 计算 公式 ” 渐 屈 线 与 渐 伸 线 


设 已 知 曲线 的 方程 是 y=f(x) , 且 其 二 阶 导 数 y" 在 点 x 不 为 零 , 则 曲线 在 对 
应 点 M(x,y) 的 曲率 中 心 D(a,B) 的 坐标 为 
dapit 


” 


y 


pey". 
这 是 因为 ,曲线 y=f(x) 在 点 M(x,y) 的 曲率 圆 的 方程 为 
(£-a)°+(m-B) =P 
Ж ё,т 是 曲率 圆 上 的 动 点 坐标 , 且 
2_ 1 (1+у?)? 
p “к у? Ч 
因为 点 M 在 曲率 圆 上 ,所 以 
(x-a) +(y-B) =P; (7-6) 
又 因为 曲线 在 点 M 的 切线 与 曲率 圆 的 半径 DM 4E BL (E 3-33) ,所 以 


, х-а 


(7-5) 











(7-7) 
由 式 (7-6) 和 (7-7) 消 去 *-a, 解 出 
(y-8) 3 ж 5-а 2 ` 
+y J 


由 于 当 y”>0 时 曲线 为 四 弧 ， кы 当 y"<0 时 曲线 为 凸 驱 ,y-B>0. 总 之 ,7 
5 у-В 异 号 . 因此 取 上 式 两 边 的 平方 根 ,得 


"ge lasa" 
y- y” 
za = (yp): ER, 
从 而 有 公式 (7-5). 
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当 点 (x,f(x) ) 沿 曲线 C 移动 时 ,相应 的 曲率 中 心 D 的 轨迹 曲线 G 称 为 曲线 
C 的 浙 届 线 , 而 曲线 C 称 为 曲线 G 的 渐 伸 线 ( 图 3-35). 所 以 曲线 y=f(x) 的 渐 届 


线 的 参数 方程 为 
ык ЖО 1+у'?) 


” , 








б (7-8) 
п, 
Ж y=f(x),y'=f'(x),y"”=f"(x),x 为 参数 ,直角 坐标 系 «ОВ 与 хОу 坐标 系 
重合 . 
例 4 RER 
x=a(t—sint) , 
sss 
的 渐 屈 线 方程 . 
解 党 =a(1-eos г) ,他 =asin г, 
dy_ sint 
x 1-соѕ t’ 








d dy cos t- 1 
| _ (1—cos А 图 3-35 
dx’ dx а(1-соѕ t) 
d: 
1 


а(1-соѕ т)? 
将 这 些 结果 代入 (7-8) 式 并 化 简 , 便 得 摆 线 的 渐 届 线 的 参数 方程 
a=a(t+sin t), 
| (7-9) 
В=а(соѕ 1-1), 
其 中 上 为 参数 ,直角 坐标 系 a0B 与 хОу 坐标 系 重 合 . 为 了 作出 渐 屈 线 (7-9) ， 
令 i=T+T, 代 人 (7-9) 式 得 
а-па=а(т-ѕіп т), 
Келе ы. т), 
再 令 а-та=ё,8+2ав= т, 1З 
кше т), (7-10) 
т=а(1-соѕ т). 
在 新 坐标 系 上 0O7 中 ,曲线 (7-10) 为 一 摆 线 ,其 中 新 坐标 系 £01m 由 旧 坐 标 系 
хОу 平移 到 新 原点 О, (та, 2а) 4831]. 由 此 可 知 摆 线 的 渐 届 线 仍 为 一 摆 线 ,如 图 
3-36 所 示 . 
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O, | (ха,-2а) Ё 








3-36 


2] 题 3-7 


„ЖАИА 4x? +y =4 在 点 (0,2) 处 的 曲率 . 

. 求 曲 线 y=ln sec x 在 点 (x,y) 人 处 的 曲率 及 曲率 半径 . 

3. Ж у= -4x+3 在 其 项 点 处 的 曲率 及 曲率 半径 . 

4. 求 曲 线 x=acos 4,y=asin 在 1=0m 相 应 的 点 处 的 曲率 . 

5. 对 数 曲 线 y=ln x 上 哪 一 点 处 的 曲率 半径 最 小 ” 求 出 该 点 处 的 曲率 半径 . 


“6. 证 明 曲线 y=ach 记 在 点 (x,y) 处 的 曲率 半径 为 二 


мю 一 


7. НЕШИ АННЕ у= тосо О 轴 销 直 向 上 ,单位 为 四 ) 做 俯冲 飞行 . 在 坐标 原点 0 
处 飞机 的 速度 为 v=200 m/s. 飞行 员 体重 6=70 kg. 求 飞机 俯冲 至 最 低 点 即 原点 0 ДЕГЕ КЇ 
对 飞行 员 的 反 力 ， 

8. 汽车 连同 载重 共 5 b 在 抛物 线 拱桥 上 行驶 ,速度 为 21.6 km/h, 桥 的 跨度 为 10 m , 拱 的 
矢 高 为 0.25 m (P 3-37). 求 汽车 越过 桥 项 时 对 桥 的 压力 ， 











“9. 求 曲 线 y=1n x 在 与 轴 交 点 处 的 曲率 圆 方程 . 
“10. 求 曲 线 y=tan х 在 点 { 1) 处 的 曲率 圆 方程 
“11. 求 抛物 线 y'=2px 的 渐 届 线 方程 . 
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第 八 节 方程 的 近似 解 


在 科学 技术 问题 中 ,经 常会 遇 到 求解 高 次 代数 方程 或 其 他 类 型 的 方程 的 问 
АЙ. 要 求 得 这 类 方程 的 实 根 的 精确 值 , 往 往 比 较 困 难 , 因 此 就 需要 寻求 方程 的 近 
似 解 . 

求 方程 的 近似 解 , 可 分 两 步 来 做 . 

第 一 步 是 确定 根 的 大 致 范围 .具体 地 说 ,就 是 确定 一 个 区 间 [a,b] ,使 所 求 
的 根 是 位 于 这 个 区 间 内 的 唯一 实 根 . 这 一 步 工作 称 为 根 的 隔离 ,区 间 [a,b] 称 为 
所 求实 根 的 隔离 区 间 . 由 于 方程 A(*)=0 的 实 根 在 几何 上 表示 曲线 y=/(*) 与 x 
轴 交 点 的 横 坐 标 ,因此 为 了 确定 根 的 隔离 区 间 , 可 以 先 较 精 确 地 画 出 y=f(x) 的 
图 形 ,然后 从 图 上 定 出 它 与 x 轴 交 点 的 大 概 位 置 . 由 于 作 图 和 读数 的 误差 ,这 种 
做 法 得 不 出 根 的 高 精确 度 的 近似 值 ,但 一 般 已 可 以 确定 出 根 的 隔离 区 间 . 

第 二 步 是 以 根 的 隔离 区 间 的 端点 作为 根 的 初始 近似 值 ,逐步 改善 根 的 近似 
值 的 精确 度 ,直至 求 得 满足 精确 度 要 求 的 近似 解 . 完成 这 一 步 工 作 有 多 种 方法 ， 
这 里 我 们 介绍 三 种 常用 的 方法 一 一 二 分 法 ,切线 法 和 制 线 法 ,按照 这 些 方法 , 编 
出 简单 的 程序 ,就 可 以 在 计算 机 上 求 出 方程 足够 精确 的 近似 解 . 


一 、 二 分 法 


HIEKE a,b] FÆ, fa) - f(48)<0, 且 方程 Ax)= 0 (а,Ь) РИХ 
有 一 个 实 根 &, 于 是 [a,b] 即 是 这 个 根 的 一 个 隔离 区 间 . 
a+b 


取 [a,5b] 的 中 点 £, = AA, ). 


ШЖ, )= 0,JE2Z ё=4\; 
ШЖ) Уа) А, АЖ a =£, ,b =6, H f(a,) 大 六)<0, 即 知 a, <é 


1 
<b, H 六 -ai su b-a); 


MEAE) SAOS ВАКа a,b, = EH а <E<b, Ж bia, =— (b- 
a); 


BZ, EAE, ИЖ a, <é<b, Н.Б, -a == (b-a). 
以 [a sb, E 2938 09 Во ОН], ЕА, Ч EAE sya tb Et, R 


a ЖУ = 
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得 a, «<, В. -а, = 方 (b-a). 
如 此 重复 次 ,可 求 得 a <<Ь,, Н ba, = (b-a). 由 此 可 知 ,如 果 以 a, 或 


b EH Е 的 近似 值 ,那么 其 误差 小 于 去 ( ba 


例 1 用 二 分 法 求 方程 x +1. 1x*+0. 9x-1.4=0 的 实 根 的 近似 值 ,使 误差 不 
超过 0 O. 

解 A f(x)= x`+1. 1x2+0. 9x-1.4, 显 然 f(x) 在 (-w ,+o ) 内 连续 . 

Н /'(х) = 3x +2.2x+0.9, 根 据 判 别 式 В°-4АС=2.2°-4х3х0.9=-5.96<0, 
知 f'(x)>0. 故 fx) 在 (-% ‚+оо ) 内 单调 增加 ,f(x)=0 至 多 有 一 个 实 根 . 

ЊН 1/00) = -1.4<0,f(1)= 1.6>0, 知 f(x)=0 在 [0,1] 内 有 唯一 的 实 根 . 取 a 
=0,2=1,[0,1] 即 是 一 个 隔离 区 间 . 

计算 得 ` 

£ =0.5, f(&,)= –0. 55<0, а =0. 5,6, =1; 

é, =0. 75, f(£,)= 0. 32>0, а, =0. 5,Ь, =0. 75; 

é =0. 625 ,f(£,)= –0. 16<0,# а, =0. 625 ,Ь, =0. 75; 

&,=0. 687, /(,) = 0. 062>0, а, =0. 625,6, =0. 687; 

é =0. 656, /(2,) = -0.054<0, 故 а, =0. 656,6, =0. 687; 

£ = 0. 672, f(£,)= 0. 005>0, а, =0. 656,6, =0. 672; 

£ =0. 664, /(2,) = –0. 025<0, а, =0. 664,Ь, =0. 672; 

ё, =0. 668, /(2,) = -0.010<0, 故 а, =0. 668 ,Ь, =0. 672; 

ё, =0. 670, /(,) = –0. 002<0 а, =0. 670 ,b, =0. 672; 

£a =0. 671, /(,,) = 0. 001>0, Ж а, =0. 670,6, =0. 671. 
于 是 

0. 670<2<0. 671. 

即 0. 670 作为 根 的 不 足 近 似 值 ,0. 671 作为 根 的 过 剩 近似 值 ,其 误差 都 小 于 10 . 


二 、 切 线 法 


设 f(x) 在 [a,b] 上 具有 二 阶 导 数 ,f(a) ЛБ) <0 ВУ ' (х) КУ" (х) 
[a,b] RRES. 在 上 述 条 件 下 ,方程 f(x)= 0 在 (a,b) 内 有 唯一 的 实 根 E, 





Ф 按 本 例 误差 不 超过 10 的 要 求 ,计算 时 只 取 3 位 小 数 . 
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[a,b] 为 根 的 一 个 隔离 区 间 . 此 时 ,y=f/(*) 在 [a,b] 上 的 图 形 奶 只 有 如 图 3-38 所 
示 的 四 种 不 同情 形 . 





(а) f(a)<0, f(b)>0 (b) f(a)>0, /(Ь)<0 
三 CD>0, /"(х)>0 三 CD<0, 三 CD)>0 





(c) /(а)<0, /(b)>0 (d) f(a)>0, /(b)<0 
f'@)>0, f "(х)у<0 三 CD<0, f "(х)у<0 


3-38 


考虑 用 曲线 弧 一 端的 切线 来 代替 曲线 弧 ,从 而 求 出 方程 实 根 的 近似 值 . 这 种 
方法 叫做 切线 法 . 从 图 3-38 中 看 出 ,如 果 在 纵 坐标 与 /"(%) 同 号 的 那个 端点 (此 
端点 记 作 (zx。 ,f(xo))) 处 作 切 线 , 这 切线 与 x 轴 的 交点 的 模 坐 标 x SË х, 
方程 的 根 £. 

下 面 以 图 3-38(a) :f(a)<0,f(b)>0,f'(x)> 
0,f"(x) >0 的 情形 为 例 进 行 讨论 . 此 时 ,因为 
f(b) 与 1"(x) 同 号 ,所 以 令 x = b, fE W (хо, 
f(x) ) 处 作 切 线 (图 3-39) ,这 切线 的 方程 为 

y-f(%0)=f "(xo) (-х0). 
令 y=0, 从 上 式 中 解 出 x, 就 得 到 切线 与 x 轴 交 点 
的 横 坐 标 为 





Хх) 
f'a)? 





x (=o 
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它 比 x 更 接近 方程 的 根 €. 
再 在 点 (x ,f(z%)) 处 作 切 线 , 可 得 根 的 近似 值 x,. 如 此 继续 ,一 般 地 ,在 点 
(xn fxn) ) 处 作 切 线 ,得 根 的 近似 值 





ш - (8-1) 

如 果 f(a) 与 1"(x) 同 号 ,那么 切线 作 在 端点 (a,f(a)) 处 (如 图 3-38 情形 
(b) 及 (c)), 可 记 x。o=a, 仍 按 公 式 (8-1) 计 算 切 线 与 x 轴 交 点 的 横 坐 标 . 

例 2 用 切线 法 求 方程 x +1. 1x +0. 9х-1.4=0 的 实 根 的 近似 值 ,使 误差 不 
超过 10 2. 

解 — f(x)= x +1.1x*+0.9x-1.4. 由 例 1 知 [0,1] 是 根 的 一 个 隔离 区 间 . 
/(0)<0,„/(1)>0 

在 [0,1] 上 ， 

/'(х)= 3x +2.2x+0.9>0, f "(x)= 6x+2. 2>0, 

故 Ax) 在 [0,1] 上 的 图 形 属于 图 3-38 中 情形 (a). 按 f"(x) 与 f(1) 同 号 ,所 以 令 
xo = 1. 

连续 应 用 公式 (8-1) ,得 


fO) _ 
*=l-Srry 0.738, 


/(0.738) _ 
=0. 738- 7700.738)“ 0. 674, 


x 





f(0. 674) 
=0. 6160-67 64] 


f(0. 671) 
/'(0.671) 
至 此 ,计算 不 能 再 继续 . 注意 到 f(x.) (i=0,1,…) 与 /"(x) 同 号 , 知 
f(O. 671) >0, 经 计算 可 知 f(0.670)<0, 于 是 有 
0.670<é<0. 671. 
以 0.670 sk 0. 671 作为 根 的 近似 值 , 其 误差 都 小 于 107. 


=0.671, 


=0.671- =0. 671. 


=. #8 


利用 切线 法 需要 计算 函数 的 导数 , 当 f(x) 比较 复 杂 时 ,计算 1'(%x) 可 能 有 困 
难 . 这 时 ,可 考虑 用 
Кх.) fx) 


XX 
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来 近似 代替 (8-1) 式 中 的 A(%,) ,这 时 的 迭代 公式 成 为 
„= КУГЫН сер IAs f(x,), (8-2) 
其 中 ,xo ‚х| 29848. 迭代 公式 (8-2) 的 几何 意义 y 
НА (а, О) ) 和 点 (x f(x.) ) 的 割 线 来 
近似 代替 点 (x ,f(x,) ) 处 的 切线 ,将 这 条 制 线 与 x 
轴 交 点 的 横 坐 标 作 为 新 的 近似 值 ( 见 图 3-40). 因 
此 ,这 个 方法 叫做 割 线 法 或 弦 截 法 . 

以 下 用 割 线 法 对 例 2 中 的 方程 求 近似 解 . 

取 x。=1,x,=0. 8. 连续 用 迭代 公式 (8-2) ,得 图 3-40 


x 






š Хал 





Xi 一 %0 


ET 


X2 二 XI1 


а fr) f(x) 
X, X; 
f(x е ) 

一 %3 
NETS 
至 此 ,计算 不 能 再 继续 . 因 x 与 x; 小 数 前 三 位 数字 相同 , 故 以 0.671 作为 根 的 近 
似 值 其 误差 小 于 107°. 


- f(x,) =0. 672, 


- f(x,) =0. 671, 


x, =X; 


- f(x,) =0. 671. 


Xs =x,— 


2] 题 3-8 


1. 试 证 明 方 程 妇 -3x2+6x-1=0 在 区 间 (0,1) 内 有 唯一 的 实 根 ,并 用 二 分 法 求 这 个 根 的 
近似 值 , 使 误差 不 超过 0. 01. 

2， 试 证 明 方程 +5x+1=0 在 区 间 (-1,0) 内 有 唯一 的 实 根 ,并 用 切线 法 求 这 个 根 的 近似 
f ,使 误差 不 超过 0.01. 

З. 用 割 线 法 求 方程 忆 +3x-1=0 的 近似 根 , 使 误差 不 超过 0.01. 

4. 求 方程 xlg x=1 的 近似 根 , 使 误差 不 超过 0.01. 


总 习题 三 


1. 填空 : 
设 常 数 k>0, 函 数 f(x)= In х-——+& 在 (0,+o ) 内 零点 的 个 数 为 
2. 以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 
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(1) 设 在 [0,1] 上/”(x)>0, 则 (0) F A) ,A(1)-=/(0) 或 A0)-f(1) 几 个 数 的 大 小 顺序 
为 ( E 

(А) /'(1)>/'(0)>/(1)-/(0) (B) /'(1)>/(1)-/(0)>/'(0) 

(С) /(1)-/(0)>/'(1)>/'(0) (D) f'(1)>/(0)-/(1)>f'(0) 

(2) Ж/'(х,)=/"(х„)=0,/"(х„)>О,( ). 

(А) f'(xo) E f'( x) B) 8 X {Н (В) хо) Æ f(x) КИА 

(С) хо) j: f( x) НАИМЕ (D) (xo ,f(xo)) 是 曲线 y=/(%) 的 拐点 

3. 列举 一 个 函数 /(x) 满 足 :f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 除 某 一 点 外 处 处 可 导 , 但 在 
(a,6) 内 不 存在 点 ,使 /(6)-f(a)=/"(&)(b-a). 

4. Blimf'(x)=k,Rlim[fx+a)-/(x) 1. 

5. MED (Ñ /(х)= х'-3х+а 在 [0,1] 上 不 可 能 有 两 个 零点 . 

6. 设 oo+ 了 +…+-=0, 证 明 多 项 式 


f(x)= ata x+: +a, x" 
在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 零点 . 
`7. 设 /(x) 在 [0,a] 上 连续 ,在 (0,a) 内 可 导 , 且 f(a)= 0, 证 明 存 在 一 点 &e (0,а), 
#Ef(£)+ëf'(£)= 0. 
"8. 设 0<a<b, 函 数 /(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 试 利用 柯 西 中 值 定理 ,证 明 存在 
一 点 te (а,Ь), 


fb) -fla)=Ef' (E)n +, 


9. 设 f(x) а(х) HER, НО '(x)1<g'(x) ,证 明 : 当 x>a 时 ,1f(x)-f/(a)1l<g(x)- 
g(a). 





10. 求 下 列 极限 : 
х—-х^ , 1 1 
(1) умгар х’ (2) у) ү 


(3) Jim (Zartan a) ; (4) lim[ (а 7 аана + )/n]" (其 中 a ,a,,…,a, >0). 


. 求 下 列 函数 在 指定 点 x。 处 具有 指定 阶 数 及 余 项 的 泰勒 公式 : 
ON le 
(2) /(х)= arctan wx,xo=0,n=3, 佩 亚 诺 余 项 ; 
(3) /(x)=e™,xo=0,n=3, 佩 亚 诺 余 项 ; 
(4) (х) = n cos x,xo=0,n=6, 佩 亚 诺 余 项 . 
12. 证 明 下 列 不 等 式 : 


lan x; x 





(1) 当 Oca, <e, < BF, 


2 tan ху ху” 


arctan х. 


(2) 4 x>0 时 ,jn(1l+x) > 一 一 一 


182. 





(3) `4 e<a<b<e В In? b-ln? a> (b-a). 


13. 设 a>1,f(x)= a'-ax #E(—° ,+o ) 内 的 驻 点 为 x(a). 问 a 为 何 值 时 ,x(a) 最 小 ? 并 
求 出 最 小 值 . 
14. 求 椭圆 x -xy+y =3 上 纵 坐 标 最 大 和 最 小 的 点 . 
15. ЖО Vn) 的 最 大 项 . 
16. WI y=sinx (0<x<T) 上 哪 一 点 处 的 曲率 半径 最 小 ? 求 出 该 点 处 的 曲率 半径 . 
17. 证 明 方程 *“”-5x-2=0 只 有 一 个 正 根 ,并 求 此 正 根 的 近似 值 ,精确 到 107°. 
“18. 设 f"(%) 存 在 ,证 明 : 
f(xo+h) +f(xo—h)—2f(%0) 
19. f(x) Е (а, b) W И, Н." (х) 20. 证 明 对 于 (a,b) 内 任意 两 点 х.х, 
及 0 三 上 过 1, 有 


=/"(а„). 


Л (1-0) хна, < (1-t) f(x ) 900). 
20. ЩЕ аЬ, f(x)= x-(a+bcos х) зіп х 为 当 x 一 0 时 关于 x 的 5 阶 无 穷 小 . 
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在 第 二 章 中 ,我 们 讨论 了 如 何 求 一 个 函数 的 导 函 数 问 题 , 本 章 将 讨论 它 的 反 
问题 , 即 要 寻求 一 个 可 导 函 数 , 使 它 的 导 函 数 等 于 已 知 函数 . 这 是 积分 学 的 基本 
问题 之 一 . 


第 一 节 不 定 积分 的 概念 与 性 质 


一 、 原 函数 与 不 定 积分 的 概念 


定义 1 如 果 在 区 间 1 上 ,可 导 函 数 (x) 的 导 函 数 为 /f(x), 即 对 任 一 
хєІ,#% 
Е'(х)= (х) 或 аР (х) = /(х) х, 
那么 函数 Р(х) ЕК f(x) (sk (х) ах) ERE Г HIRAK. 
例如 , 因 (sin х) '=соѕ х, sin х 是 соз х 的 一 个 原 函 数 . 
又 如 当 xe (1,+% ) 时 ， 


[In(x+Vx -1 )]'= | [==] = l 





x+ /x`—1 /х*—1 Jx —1 j 
Ж (Т) а EKN, +o ) 内 的 一 个 原 函 数 . 





JEI 

关于 原 函 数 ,我 们 首先 要 问 :一 个 函数 具备 什么 条 件 ,能 保证 它 的 原 函 数 一 
定 存 在 ? 这 个 问题 将 在 下 一 章 中 讨论 ,这 里 先 介绍 一 个 结论 . 

原 函 数 存在 定理 ”如果 函 数 /x) 在 区 间 / 上 连续 ,那么 在 区 间 了 上 上 存在 可 
导 函 数 Р(х) ,使 对 任 一 xse7 都 有 

F'(x)= f(x). 

简单 地 说 就 是 :连续 函数 一 定 有 原 函 数 . 

下 面 还 要 说 明 两 点 : 

第 一 ,如 果 f(x) 在 区 间 1 上 有 原 浮 数 , 即 有 一 个 函数 R(x), 使 对 任 一 
xe7, 都 有 F(x)=f(x) ,那么 ,对 任何 常数 C, 显 然 也 有 

[F(x)+C]'=f(x), 

即 对 任何 常数 C ,函数 F(x)+C 也 是 f(x) 的 原 函 数 . 这 说 明 , 如 果 f(x) 有 一 个 原 
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函数 ,那么 Kx) 就 有 无 限 多 个 原 函 数 . 

第 二 ,如 果 在 区 间 I E F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,那么 (x) 的 其 他 原 函 数 
与 F(x) 有 什么 关系 ? 

设 B(x) 是 人 (x) 的 另 一 个 原 函 数 , 即 对 任 一 xe7T 有 

Ф'(х)= (х), 
于 是 
[@(x)-F(x)]'=@'(x)-F'(x)=f(x)-f(x)= 0. 
在 第 三 章 第 一 节 中 已 经 知道 ,在 一 个 区 间 上 导数 恒 为 零 的 函数 必 为 常数 ,所 以 
B(x)-F(x)= Co (Co 为 某 个 常数 ). 
这 表明 B(x) 与 F(x) 只 差 一 个 常数 . 因此 , 当 C 为 任意 的 常数 时 ,表达 式 
F(x)+C 

就 可 表示 所 <) 的 任意 一 个 原 函 数 . 

由 以 上 两 点 说 明 ,我 们 引进 下 述 定义 . 

定义 2 在 区 间 1 上 ,函数 f(x) 的 带 有 任意 常数 项 的 原 函 数 称 为 /{(x) (或 
f(x)dx) 在 区 间 1 上 的 不 定 积分 , 记 作 


Јо. 


其 中 记号 | 称 为 积分 号 ,f(x) 称 为 被 积 函 数 ,f(x) dx 称 为 被 积 表达 式 ,* 称 为 积 


分 变量 . 
由 此 定义 及 前 面 的 说 明 可 知 , 如 果 F(x) 是 A(x) 在 区 间 7 上 的 一 个 原 函 数 ， 
那么 F(x)+C 就 是 拟 x) 的 不 定 积分 , 即 


| Ms)dz=FCz)+C. 

因而 不 定 积分 |A) ах 可 以 表示 A) 的 任意 一 个 原 函数 ， 

例 1 Ж | dx. 

н (2) атов уа ай 

[ас 

例 2 ж | Las. 

解 当 xz>0 时 ,由 于 (In z)'= 二 ,所 以 nx 是 二 在 (0,+am ) 内 的 一 个 原 函 
Ж. 因此 ,在 (0,+m ) 内 ， 
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| 2 ыы In х+С. 
x 


当 x<0 时 ,由 于 [In(-z)]'= 二 (-1D)= 二 ,所 以 jn(-z) 是 二 在 (-m ,0) 内 的 一 
个 原 函 数 . 因此 ,在 (-% ,0) 内 ， 
{ax=In( жс. 
把 在 x>0 及 x<0 内 的 结果 合 起 来 ,可 写作 


[=з 
x 


例 3 设 曲线 通过 点 (1,2) ,上 且 其 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 这 点 横 坐 标的 
两 倍 , 求 此 曲线 的 方程 
解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 为 y=f(x) , 按 题 设 ,曲线 上 任 一 点 (*,y) 处 的 切线 斜 
率 为 
d 


У 
be 
dx 


Вр f(x) 是 2x 的 一 个 原 函 数 . 
因为 | 2xdx=**+C, 故 必 有 某 个 常数 C 使 (x)=x?+C, 即 曲线 方程 为 y=x*+ 


С. 因 所 求 曲线 通过 点 (1,2), 故 
2=1+C, C=1. 
于 是 所 求 曲 线 方程 为 
y=x +l. 

函数 f(x) 的 原 函 数 的 图 形 称 为 f(x) 的 积分 曲线 . 本 例 即 是 求 函数 2x 的 通 
过 点 (1,2) 的 那 条 积分 曲线 . 显然 ,这 条 积分 曲线 可 以 由 另 一 条 积分 曲线 (例如 y 
=?) y 轴 方 向 平移 而 得 (图 4-1). 

例 4 质点 以 初速 度 mw 铅 直上 抛 ,不 计 阻 力 , 求 它 的 运动 规律 . 

解 ”所谓 运动 规律 ,是 指 质点 的 位 置 关 于 时 间 上 的 函数 关系 . 为 表示 质点 的 
位 置 , 取 坐标 系 如 下 :把 质点 所 在 的 铅 直线 取 作 坐标 轴 ,指向 朝 上 , 轴 与 地 面 的 交 
点 取 作 坐标 原点 . 设 质点 抛 出 时 刻 为 上 =0, 当 :=0 时 质点 所 在 位 置 的 坐标 为 xu， 
在 时 刻 上 时 坐标 为 x (图 4-2) ,x=x(1) 就 是 要 求 的 函数 . 

按 导数 的 物理 意义 知道 ， 





Baal), 
即 为 质点 在 时 刻 1 时 向 上 运动 的 速度 (如 果 v(1) <0, 那 么 运动 方向 实际 朝 下 ). 
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又 知 
ах dv 
na ak) 
即 为 质点 在 时 刻 上 时 向 上 运动 的 加 速度 , 按 题 意 ,有 a(t)= -g, 即 
do 
тш £ d £ 


ЖЖ 000). 92-и, Воо) E-e 的 原 函 数 , 故 


v(t)= | (-g)dt=-gt+C,, 
H (0) = 2,19 u =C, ;于 是 


s(t)= -дї+ө,. 
HDR (0). HSZ =0(1) , 即 (是 w( 0 的 原 函数 , 故 
x(t)= ОСЕКЕ СЕЕ toot+C,, 
H х(0) = х,,18 х,=С,, J E B oR jë 58 >J 
а= e tutta, te[0,T], 


其 中 了 表示 质点 落地 的 时 刻 . 
从 不 定 积分 的 定义 , 即 可 知 下 述 关系 : 


由 于 | (z) aa 是 Kx) 的 原 函数 ,所 以 


E| [Aada] =f), 


d[ [/\х)4х] =A) az; (1-1) 
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又 由 于 F(x) 是 F'(x) 的 原 函 数 ,所 以 
Ге) а= (а) +С, 
或 记 作 
аға) = F(z) +C. (1-25 
由 此 可 见 ,微分 运算 (以 记号 d 表示 ) 与 求 不 定 积分 的 运算 (简称 积分 运算 ， 
以 记号 | 表示 ) 是 互 道 的 . 当 记号 | 与 4 连 在 一 起 时 ,或 者 抵消 ,或 者 抵消 后 差 一 
个 常数 . 


二 、 基 本 积分 表 
既然 积分 运算 是 微分 运算 的 逆 运 算 ,那么 很 自然 地 可 以 从 导数 公式 得 到 相 


应 的 积分 公式 . 
例如 ,因为 (三 | =e MUZE ARRA, FE 
+1 +1 


+1 
[=a =a c (ш5=-1). 
+1 


类 似 地 可 以 得 到 其 他 积分 公式 . 下 面 我 们 把 一 些 基 本 的 积分 公式 列 成 一 个 
表 , 这 个 表 通 常 叫做 基本 积分 表 . 


Ф | kdx=ka+C (上 是 常数 )， 
х^*! 
Ф аа +С (шя -1), 


@ ынс, 
ах 

1+5 
ах 


1-5 


© Í cos xdx=sin x+C, 





5 =агсіап х+С, 


е] 


of 





=arcsin х+С, 


@ J sin xdx = —cos х+С, 


@ | dx = | sec’xdx=tan x+C, 


Cos x 
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© | ч = | ose wdx =-со! х+С, 


sin x 


10 | sec xtan xdx=sec x+C, 
D Í cse xcot хіх= –сѕс х+С, 
@ [[е'ах=е'+С, 

sj _ а" 
B fa dx= < zte 


以 上 十 三 个 基本 积分 公式 是 求 不 定 积分 的 基础 ,必须 熟 记 ,下 面 举 几 个 应 用 
寡 函 数 的 积分 公式 加 的 例子 . 
dx 


dx _ -3 _ x ЕЕ ч 
解 Seja dx=—371+C= е 





例 6 Ж Гах. 





E 3 
解 а= [а= сы нс 2С 2С. 
+1 











F 
dx 
例 7 R : 
P. 
4 
dx РС. з х3“! а 3 
解 = | x зах= +C=—3x +С = ——+(C. 
|: | -+1 Jx 


上 面 三 个 例子 表明 , A BJ 88 PA R 28 SE Б АЕ ЖЕРЕ ЖС, ЇН ADARRAK. 遇 
此 情形 ,应 先 把 它 化 为 “的 形式 , #К Jš ЛУ FE РЕ ЖОН RDA RDR Ж Л ER. 


三 、 不 定 积分 的 性 质 
根据 不 定 积 分 的 定义 ,可 以 推 得 它 有 如 下 两 个 性 质 : 
性 质 1 设 函 数 f(x) 及 g(x) 的 原 函 数 存 在 , 则 
Гоо ео) 14х= [f(x) аа Геба) az. (1-3) 
证 将 (1-3) 式 右 端 求 导 ,得 
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а) аа | g(x) а] оа [асое] 


=f(x)+g(x). 
这 表示 ,(1-3) 式 右 端 是 所 x)+g(x*) 的 原 函 数 ,又 (1-3) 式 右 端 有 两 个 积分 记号 
形式 上 含 两 个 任意 常数 ,由 于 任意 常数 之 和 仍 为 任意 常数 , 故 实 际 上 含 一 个 任意 
常数 ,因此 (1-3) 式 右 端 是 所 zx)+g(x) 的 不 定 积分 . 
性 质 1 对 于 有 限 个 函数 都 是 成 立 的 . 
类 似 地 可 以 证 明 不 定 积分 的 第 二 个 性 质 . 
性 质 2 设 函 数 f(x) 的 原 函 数 存 在 ,k 为 非 零 常数 , 则 


[C ав ус) ax 


利用 基本 积分 表 以 及 不 定 积分 的 这 两 个 性 质 , 可 以 求 出 一 些 简单 函数 的 不 
定 积分 . 


йв R (2-5) ах, 
解 [Ye (x -5) dx = 2-59) іх = аа |а 


= | +ї4«-5/[ 二 dz= 了 了 地 -5 . Зас 


注意 ”检验 积分 结果 是 否 正确 ,只 要 对 结果 求 导 ,看 它 的 导数 是 否 等 于 被 积 
函数 ,相等 时 结果 是 正确 的 ， 否则 结果 是 错误 的 . 如 就 例 8 的 结果 来 看 ,由 于 


(7 Vez +C) СЕЕ = Sr |6025), 
所 以 结果 是 正确 的 . 
求 [0-а 


(x-1)? x 3x +3x—1 
C a s s. 


x 


= (3-9) ах 
= fra- 3f 3% dx 


2 
=®——3х+з1а1«1+—5-+6. 
2 x 
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例 10 Ж | (e*-3eos x) dx. 
解 | (e*“—3cos х) іх = Гечх-з/ сов хіх =е* -Зѕіп х+С. 


例 11 求 | 2"edx- 
ж 因为 
2*e"=(2e)*, 
所 以 可 把 2e 看 作 а, 3:44 HEH y 2 03 , 便 得 


кед В 2 02е), 27e” 
P Е | Чив In (2e) “Tah? 








+C. 


例 12 >K Г чапла. 


解 ”基本 积分 表 中 没有 这 种 类 型 的 积分 , 先 利 用 三 角 恒 等 式 化 成 表 中 所 列 
类 型 的 积分 ,然后 再 逐 项 求 积 分 . 


| tan2xdx = J (зес^х—1)ах= | sec xdx— | dx=tan x—x+C. 
] 2 in’ dx. 
@ 13 >K [5а 2 dx 


解 ” 基 本 积分 表 中 也 没有 这 种 类 型 的 积分 ,同上 例 一 样 ,可 以 先 利 用 三 角 恒 
等 式 变形 ,然后 再 逐 项 求 积分 . 


1 
[sin 本 dx = [у (1-с x)dx=— | (1-соз x) dx 


= (а f cos xda) =- (a-sin x)+C. 


例 14 Ж | т 
sin ошо. 


解 ” 同 上 例 一 样 , 先 利用 三 角 恒等式 变形 ,然后 再 求 积 分 . 


p ' qx = | ds 


=4f csc хіх = —4cot x+C. 





5115 求 1 E 34, 


解 ”被 积 函数 的 分 子 和 分 母 都 是 多 项 式 ,通过 多 项 式 的 除法 ,可 以 把 它 化 成 
基本 积分 表 中 所 列 类 型 的 积分 ,然后 再 逐 项 求 积 
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[a = Ј(22° -1 жее z) dx 


2 “a| - fide є 


2 
3 — x + arctan х + С. 


习 题 4-1 


1. араа 
тг = СДА. ) + C; 


/3 
ИРИНЕ 908 
х Vx —1 
2х 


1 
(3) lass pass dx=arctan «1С: 





(4) [вес ха = Іа | tan x + sec x | + С; 
(5) |хсов хіх = xsin x + cos x + С; 

"pm РИЯ 
(6) fe sin хіх = >° (sin x — cos x) + C. 


2. 求 下 列 不 定 积分 : 


а) [5 (2) аах: 
(3) fa а) ауа: 
(|== (6) | "ax, 
(7) | se ax; в) | -3x+2) dx; 
(9 J> (g 是 常数 ); (10) | +1)'ax; 


сп) |C) (VE -1) de; a2) Vas: 





(13) Jes 2) де; (14) jior 2) as 
(15) [е (1) а (16) |3'e'ax; 
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2.3-5. 2° 
an [22222 dx; (18) | sec x( sec x—lan х) іх; 
— ШЫ (20) [тшт 
cos 2x cos 2x 
21 x 
( а анн ra 02) |5 xsin Tai 


(23) | соха; (24) J eos Ө(\ап G+sec 0) 40; 


(26) [2 +25? dè: 





а AR A PE ЖО t 00 y ЖЕЙК Г Ж, Bln Jr 42 = f(x) ‚ДИР SE Жа ЖОЙ 
导数 ,f(x) 为 已 知 函 数 . 如 果 将 函数 y=g(x) 代 入 微分 方程 ,使 微分 方程 成 为 恒等式 ,那么 孙 
Ж y = p C) 就 称 为 该 微分 方程 的 解 . 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 条 件 的 解 : 
(1) $= (a-2), yl... =0; 


dr 2 d 
(2) dë 2’ dt 

4. 汽车 :以 20 m/s 的 速度 在 直道 fi 上 行驶 ,刹车 后 匀 减 速 行 驶 了 50 m 停 住 , 求 刹车 加 速度 . 
可 执行 下 列 步骤: 


(1) 求 微分 方程 9 二 = 下 满足 条 件 下 =20 及 :1,.。=0 的 解 ; 


=1,x|,.,=1. 


(2) 求 使 们 =0 的 ! 值 及 相应 的 * 值 ; 
) 求 使 *=50 BJ k fH. 
5. 一 曲线 通过 点 (e ,3) , 且 在 任 一 点 处 的 切线 的 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒数 , 求 该 曲线 
的 方程 . 
6. 一 物体 由 静止 开始 运动 ,经 ts 后 的 速度 是 3 m/s, 问 
(1) 在 3s 后 物体 离开 出 发 点 的 距离 是 多 少 ? 
(2) 物体 走 完 360 m 需要 多 少时 间 ? 
. ПЕН ра Ж агсвіп( 25-1) , агссоѕ( 1-25) #1 2агсіап BE 的 原 函 数 . 
тее = 


BT MIRNA 


利用 基本 积分 表 与 积分 的 性 质 ,所 能 计算 的 不 定 积分 是 非常 有 限 的 . 因此 ， 
有 必要 进一步 来 研究 不 定 积分 的 求法 . 本 节 把 复合 函数 的 微分 法 反 过 来 用 于 求 
不 定 积分 ,利用 中 间 变量 的 代 换 , 得 到 复合 函数 的 积分 法 , 称 为 换 元 积分 法 ,简称 
换 元 法 . 换 元 法 通常 分 成 两 类 ,下 面 先 讲 第 一 类 换 元 法 . 
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一 、 第 一 类 换 元 法 


Ж Ли) АЛАН Ж РАЖ F(u), Вр 
F'(u)=f(u), | /би)4и=Е(и)+С. 


ШЖ и EPEE ugla), Hik p(x) 可 微 ,那么 ,根据 复合 函数 微分 法 ,有 
аЕ[ ф(х) 1 =Л ф(х) ]ф'(х) х, 
从 而 根据 不 定 积分 的 定义 就 得 


[ea 1ё'(«)4х=Ё[ е(х) 1+С= | ли) =й 


于 是 有 下 述 定理 : 
定理 1 设 f(u) 具 有 原 函 数 ,u=gp(x) 可 导 , 则 有 换 元 公式 


[1е(«) 1е' (а) ах = | усо) аи ИРЕ (2-1) 


由 此 定理 可 见 А |] ф(х) ]w'(z)dx 是 一 个 整体 的 记号 ,但 从 形式 上 看 ， 


被 积 表达 式 中 的 dx 也 可 当 作 变量 x 的 微分 来 对 待 ,从 而 微分 等 式 gp'(x)dx=du 可 
以 方便 地 应 用 到 被 积 表达 式 中 来 ,我 们 在 上 节 第 一 目 中 已 经 这 样 用 了 ,那里 把 积 


分 | F'(x) ах 记 作 | dF(x) ,就 是 按 微分 F(x)dx=dF(%) ,把 被 积 表达 式 F'(x) 
dx 记 作 dF( x). 
如 何 应 用 公式 (2-1) 来 求 不 定 积分 ? 设 要 求 | g(x) dz, 如果 函数 g(x) 可 以 
Фи (х) = Л ф(х) jpg'(x) 的 形式 ,那么 
Јес) а= Лех) 1ё'(х)ах= | о) иј ИРЕ 


这 样 ,函数 g&(x) ВО ЕП ЕУ РЕ ЖС f( и) KERI- 如 果 能 求 得 f(u) 的 原 函 数 , 那 
么 也 就 得 到 了 g(x) 的 原 函 数 . 


例 1 求 | 2eos 2xdx. 


解 ” 被 积 函 数 中 ,cos 2x 是 一 个 由 cos 2x = cos и,и=2х 复合 而 成 的 复合 函 
数 , 常 数 因子 恰好 是 中 间 变 量 u 的 导数 . 因此 , 作 变 换 uw=2x, 便 有 


[2eos 2xdx = J сов 2x · 2dx= | ee 2х+ (2x)'dx 
= J сов udu=sin и+С, 
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ĦA u=2x 代入 , 即 得 


[2 2xdx=sin 2x+C. 
1 
例 2 ж |і 


# AREA u= 3424, 这 里 缺少 他 =2 Е N T Вт 
+2x u dx dx 


是 个 常数 , 故 可 改变 系数 凑 出 这 个 因子 : 
l IT Ia 1 
3+2x 2 3+2x 


从 而 令 w=3+2x, 便 有 
1 人 ао 
Ета ñ | ET 280 dx= [> Pig 


1 1 
= 11101 +C= Inl3+2s] +C. 





2 `3+2x 





(3+2x)', 





一 般 地 ,对 于 积分 [л ax+b)dx (аз#0) ,总 可 作 变 换 w=ax+b, 把 它 化 为 


КСЕ аха) асах) = —| ли) du] | 


=ах 


例 3 R ута 


解 А u=x+2, Il] x=u-2,dx=du. 于 是 





х? (u – 2)? 3 
fa Fi = [~ = [0 — 4u + 4) u `du 
= [0а = 4u ° + 4u ` )du 
=ln lul+4u !-2u +C 
4 2 


si lx 
x+2 (x+2) 


例 4 >K | 2ze dr 


解 ” 被 积 函数 中 的 一 个 因子 为 e” =e" ,u = ,3 F BJ 2 恰好 是 中 间 变 
量 w=x 的 导数 ,于 是 有 


| 2хе^ ах = feac) | е'ди=е*+б=е* +С. 
例 5 求 ала dx. 


+ 195. 





第 四 章 PERD 











f usl- , 则 du=-2xdx, 即 -du=xdx, 因 此 ， 





[Л ax = |: . ев) фа Уге 


= анса 101-0) С, 
а еа ,就 不 一 定 写 出 中 间 变 量 u. 
例 6 Rf mat (a#0). 


ш [р | x 2 








= 1 J l zd t 1 arctan 二 +C. 
a a a 


在 上 例 中 ,我 们 实际 上 已 经 用 了 变量 代 换 w= 志 ,并 在 求 出 积分 二 | —- 
后 , 代 回 了 原 积分 变量 *, 只 是 没有 把 这 些 步骤 写 出 来 而 已 





zdu 之 

















(a>0). 
а 
dx (1 ах “ a =arcsin +С. 
į aena үш +€ 
a a 
例 8 R [6 (a 20. 
Ж 由 于 
1 1/ 1 1 
| 
所 以 





1 1 1 1 
| | а 
1 1 1 
szal] aat ае) 
1 
-元 [| 二 dz- -а)- f fzo] 
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х-а 


二 +С. 
2a 2a 








x+a 


例 ? 来 | zr x) 


d(In x) 
8 [лы x) 1+21п x 


г 901120 х) _ 1 
Ы. 1+21һ х 








z nll+2In x| +C. 


ус 
0110 ж | 元 大 dx 


#8 атади 因此 ， 
2Vx 


[5-2 | ede=3 |а (зу) = ес 


下 面 再 举 一 些 积分 的 例子 ,它们 的 被 积 函 数 中 含有 三 角 函 数 , 在 计算 这 种 积 
分 的 过 程 中 ,往往 要 用 到 一 些 三 角 恒 等 式 . 


例 11 Ж | sin wdx. 
解 [хал = | simxsin хйх=- | (1-eos2xz)d(cosx) 
=—cos късо. 
0112 Ж [| "сов? xax. 
解 | simxeos xda = f sin’ соз“ хсоз хах 
ы f эїп*х(1-зїп?х)°4( sin х) 


= | (зїп^х—-2вїп°х+зїп°х) (зіп x) 





Ë, 2. L. 
=—sin`x— sin x+ 了 sin x+C. 


3 5 
一 般 地 ,对 于 sin?*!x cos"x 或 sin"x cos (其 中 keN) 型 函数 的 积分 ,总 
可 依次 作 变 换 u= cos x 或 uw=sin x, 求 得 结果 . 


@ 13 >K | tan хах. 


解 fian хйх = | Żar =- | ——4(соз x) = -In Icos xl +C. 


cos x 
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类 似 地 可 得 
feor хіх = ln | sin x| + C. 


#J 14 求 J cos хіх. 


解 f sosxdx = J aH] dx+ Í соз 2хдх) 


1 1 x sin 2х 
Ë Ja [о 2х1(2х)= пе g tC 
#15 Ж f sis хсов' ada 


解 Jimsxcos'xdz = r — cos 2х)(1 + cos 2х)? dx 


= 3f (1+сов 2x-cos? 2x—cos' 2x) dx 


1 -cda lil aog 
z [Ceos 2x — соз 2x)dx + sje сов” 2x) dx 


T fsin? 2x · — (sin 2x) + Е — cos 4х) dx 


1 
=4gsin ET -ġsin 4x+C. 


一 般 地 ,对 于 sin™xcos”x (上 ,le N) 型 函数 ,总 可 利用 三 角 恒 等 式 : sin” x = 





> 1-cos 2x) ‚сов! =-—-( 1+сов 2x) 化 成 cos 2х 的 多 项 式 ,然后 采用 例 15 中 所 用 
的 方法 求 得 积分 的 结果 
例 16 Ж | sec°xdx. 


| зес°хйх = [| ( ѕес2х) 2ѕес2 хіх = | (1+їап^х)°4(їап x) 
= | (1+2tan’x+tan’x)d(tan x) 
=tan z+ tan +tan’ x+C. 
@J17 >K J tan’ xsec’ xdx. 
解 an xsec ada = | тап°хвес?лвес хїап хх 
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= J (sec x-—l1)’sec xd(sec x) 


= | (sec°x—2seclx+sec2x)d(sec x) 





7 2 5 1 3 
= 一 Sec x— 5 sec x+ 3 sec x+C. 


7 
一 般 地 ,对 于 tan"xsec?tx BẸ tan?! xsec"x (n,keN,) 型 函数 的 积分 ,可 依次 
作 变 换 u=tan x 或 w=sec x, 求 得 结果 . 


例 18 Ж fese хах. 


解 fese зах = [= | da 


sin x 











d| — d tan — 
2 2 x 
= | = =lnltan =I +C. 
тап eos тап —- 2 
2 2 2 
因为 
29) эй 
шр; Sn 2 1-cosx 
tan = == = =—— =свс x—cot х, 
x sin x sin x 
сов > 


所 以 上 述 不 定 积分 又 可 表 为 


| csc xdx=lnlcsc x—cot х1 +C. 


例 19 >K | sec xdx. 
解 ” 利 用 上 例 的 结果 ,有 


Је хах = fese (x + e] d(x + š) 
ese [z+ ) -eol “+ 了 
2 2 


=lnlsec хап x| +C. 


=ln +C 








20 K J cos 3xcos 2xdx. 
解 ” 利 用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公式 


cos 4cos В=--[соз(А-В) +cos( A+B) ] 
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~ 
am 


cos 3xcos 2x=—( cos x+cos 5x), 


J соз 3xcos 2xdx => | (сов x+cos 5x)dx 
3 Г ова f cos 5xd(5x) 
2 5 


= =in х+үрзїп 5х+С. 

上 面 所 举 的 例子 ,可 以 使 我 们 认识 到 公式 (2-1) 在 求 不 定 积分 中 所 起 的 作 
H. 像 复 合 函 数 的 求 导 法 则 在 微分 学 中 一 样 ,公式 (2-1) 在 积分 学 中 也 是 经 常 使 
用 的 . 但 利用 公式 (2-1) 来 求 不 定 积分 ,一般 却 比 利 用 复合 函数 的 求 导 法 则 求 函 
数 的 导数 要 来 得 困难 ,因为 其 中 需要 一 定 的 技巧 ,而 且 如 何 适当 地 选择 变量 代 换 
u=o(x) 没 有 一 般 规 律 可 循 ,因此 要 掌握 换 元 法 ,除了 熟悉 一 些 典 型 的 例子 外 ,还 
要 做 较 多 的 练习 才 行 . 

上 述 各 例 用 的 都 是 第 一 类 换 元 法 , 即 形 如 w=gp(x) 的 变量 代 换 .下面 介绍 另 
一 种 形式 的 变量 代 换 x= (t) , 即 所 谓 第 二 类 换 元 法 ， 


二 、 第 二 类 换 元 法 


上 面 介绍 的 第 一 类 换 元 法 是 通过 变量 代 换 w=p (x) ,将 积分 [Те (х)] . 


g'(x) dx 化 为 积分 | Си) du. 

下 面 将 介绍 的 第 二 类 换 元 法 是 :适当 地 选择 变量 代 换 * = (t) ,将 积分 
рое 化 为 积分 лсо о) di 这 是 另 一 种 形式 的 变量 代 换 , 换 元 公式 可 
[A= урсо lw Со ае 

这 公式 的 成 立 是 需要 一 定 条 件 的 . 首先 ,等 式 右边 的 不 定 积分 要 存在 , 即 
ПОЛО с СОВО Ер ТО О: 


а= (х) {ЧЕ Ж, у ЕЭ Бе R RE TE ТТ E. j пу Se НО, RRA HE ZE Br FA R x 
=y(t) 在 t 的 某 一 个 区 间 ( 这 区 间 和 所 考虑 的 x 的 积分 区 间 相 对 应 ) 上 是 单调 
的 、 可 导 的 ,并 且 y’ (2) 0. 
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归纳 上 述 ,我 们 给 出 下 面 的 定理 : 
定理 2 设 x=y (it) 是 单调 的 可 导 函 数 ,并 且 w'(1) #0. 又 设 帮 Wi jw'(i) 具 
有 原 函 数 , 则 有 换 元 公式 


[ra| fiuo a] (2-2) 


t=! (a) 
其 中 yw '(х) 2 х=у(1) hR 89. 
证 Ayalp O Ж Юу PU), ie Ф[ у '(x)]=F(x) ,利用 复合 函 
数 及 反 函 数 的 求 导 法 则 ,得 到 


ЖЕ ыар a ^Л# О) a) > Т у 16), 
即 F( x) Ох) ПО ВА. 所 以 有 
Гу) а= РО) +С Фф! (х)1+С= [прса 
这 就 证 明了 公式 (2-2). 
下 面 举例 说 明 换 元 公式 (2-2) 的 应 用 . 
Ф] 21 R | Va- da (a>0). 
解 ” 求 这 个 积分 的 困难 在 于 有 根 式 Va -x ,但 我 们 可 以 利用 三 角 公式 


. 2 2 
sin t+cos t=1 


t= (ax) y 


来 化 去 根 式 . 
设 x=asin t-< Ml Ja -x =a -asint =acos t,dx=acos tdt, T E 
根 式 化 成 了 三 角 式 ,所 求 积 分 化 为 
{Vee dx= f acos t + acos а f сов? гй. 
利用 例 14 的 结果 得 


Е 2 2 
| ve dx=a (T+ 5 +C= S+ sin tcos t+C. 


4 2 








H T x=asin t, ууз ,所 以 


‚_ x 
t=arcsin —, 
a 





cos t= / 1—sin it -!-(2) | ха, 
于 是 所 求 积 分 为 
[ve =x" dx= arcsin Zida (i =x" +C. 


2 
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例 22 * | (а>0). 


dx 
Ма? +а? 
解 ” 和 上 例 类 似 ,可 以 利用 三 角 公 式 
l+tan’t=sec’t 


来 化 去 根 式 . 
设 x=atant (rtt a , 则 


Vx +a = /a tan t+a2 =avVtani+l =asec t, dx=asec tdt, 


2 
asec t 

x == Í di = | ес tdt. 
asec t 


于 是 





利用 例 19 的 结果 得 





dx 
| = = Іп | ѕес t+tan t| +С. 


为 了 要 把 see 1 及 tan 1 换 成 x 的 函数 ,可 以 根据 tan := 一 作 辅 助 三 角形 (图 
4-3) , 便 有 





Vx +а? 
9 


sec t= 


H. sec t+tan t>0 ,因此 ， 





=ln(x+/x°+a° )+C,, 


其 中 С,=С-1п a. 
例 23 R| 





(а>0). 


# 和 以 上 两 例 类 似 , 可 以 利用 公式 
sec’t-l =tan’t 
来 化 去 根 式 . 注意 到 被 积 函 数 的 定义 域 是 x>a 和 x<-a 两 个 区 间 ,我 们 在 两 个 区 
间 内 分 别 求 不 定 积分 . 


W x>a 时 , 设 x=asect (0:2) ‚Л 
Ма-а? = (Га? sec t—a” =а \/зес 1—1 =atan t, 


ах = авес ttan tdt, 
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于 是 





dx asec ttan t 
| = == | di= | ес tdt 
x —a 


atan 1 


=1п( вес t+tan t) +C. 


为 了 把 sec t № tan t f pR. x 的 函数 ,我 们 根据 
sec t= 一作 辅助 三 角形 (图 4-4) ,得 到 一 





x 
tan t= 
因此 
7 3 
[ dx sih EA -a +C 
Jt 2 a 


=l]n( x+ / x° а? )+*C,, 
Ж CG, =C-In а. 
`M x<-a tt, S х=-и, А u>a. 由 上 段 结 果 , 有 


sje бижу )+C 
и -а 


/ 2 2 
=-ln(-x+,/x -a )+С=1п шый Жш ЖЕ, 
а 
=ln( -x-Vx -a )+C,, 


其 中 С,=С-21п a. 
把 在 x>a 及 x<-a 内 的 结果 合 起 来 ,可 写作 


dx 
=lnlx+/x ~a |+C. 
р 











су -а* 





从 上 面 的 三 个 例子 可 以 看 出 :如 果 被 积 函 数 含 有 Veo-* ,可 以 作 代 换 
x=asin t 化 去 根 式 ; 如 果 被 积 函 数 含 有 Vx +a ,可 以 作 代 换 *=atan 上 化 去 根 式 ; 


如 果 被 积 函 数 合 有 Vx -a ,可 以 作 代 换 *=+asec i 化 去 根 式 . 但 具体 解 题 时 要 分 
析 被 积 函 数 的 具体 情况 ,选取 尽 可 能 简捷 的 代 换 ,不 要 拘泥 于 上 述 的 变量 代 换 
(HHJ 5.7). 
ИЖ £ Ж Vx ta 时 ,为 了 化 去 根 式 , 除 采用 三 角 代 换 %=atan t х= 
+asec t 外 ,还 可 利用 公式 
ch? ż-sh°t=1, 
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采用 双 曲 代 换 x=a sh 1,x=+ta cht 来 化 去 根 式 . 
例如 ,在 例 22 中 ,可 设 x=ash t, Л] 


з +а? = /a`sh'i+a' =ach t, dx=ach tdt, 





ach t 


ji] 
2 +а? ach t 
=arsh scai £s [7] 4l | +C 
a a a 


=ln(x+/x жа?) +С, 





di = [а= с 


Ж С, =С-1һ а. 
在 例 23 Ф, У х>а 时 ,可 设 x=ach і (1>0), Л] 
Vx -a = /a cht-a =ash t, 








dx=ash tdt, 
于 是 当 %>a W, 
| dx = [= = | 4=г+С=агеһ Ag 
а-а ash t а 
Е FII: 
其 中 С, = C-Ina. 


Ш х<-а 时 , 令 x=-ach t (tit>0) ,类 似 可 得 
dx 
=ln( -x-y x -a° )+C. 
ЕМЕ 





2 T 
х -a 


上 节 所 列 基本 积分 表 中 没有 双 曲 函数 的 积分 公式 , 现 添加 两 个 常用 的 双 曲 
函数 积分 公式 : 


@ J sh sdx=ch x+@, 


19 | ch xdx=sh x+C. 


下 面 我 们 通过 例子 来 介绍 一 种 也 很 有 用 的 代 换 一 一 倒 代 换 ,利用 它 常 可 消 
去 被 积 函数 的 分 母 中 的 变量 因子 x. 


例 24 R | dx (a 0). 
# х= 1, de=- F, FE 
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| 1 dż 
[22 2 а= [= дь 
Í Pi dx= | š I Edua f Cet-1) iride, 
Ё 


当 x>0 时 ,有 
= 





dz == т | ('?-1)*а(а?-1) 


(а22-1)? (a° -x КЫЙ 
== +С=- 2 3 C, 


За? За x 
当 x<0 时 ,有 相同 的 结果 . 





在 本 节 的 例题 中 ,有 几 个 积分 是 以 后 经 常会 遇 到 的 ,所 以 它们 通常 也 被 当 作 
公式 使 用 . K FE ,常用 的 积分 公式 ,除了 基本 积分 表 中 的 几 个 外 ,再 添加 下 面 几 个 


(其 中 常数 a>0): 
Ф f an xdx=-Inlcos х1+С, 


@ | cor xdx=lnlsin xl +C, 
98 | sec xdx=lnlsec x+tan x| +C, 


19 | cse xdx=lnlcsc x—cot x| +C, 


























0) | -5 =—arctan —+С 
dx 1 х-а 
1 
9 | = 2а х+а Ез 
@ | de =arcsin = L. 
a? —x° 
K жа?) +С, 
x + 
а == =lnlx+/x а? l +C. 
х -a 
dx 
#125 求 | 








ч al d(2x) 
е Гаев | | 2 
利用 公式 加 , 便 得 
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dx . 2x-1 
| =arcsin +С. 
1+х—х? J5 
在 例 22 中 ,我 们 用 变换 x=atan t 消去 被 积 函数 中 的 根 式 Vx +a ,这 个 变换 
还 能 消去 被 积 函 数 分 母 中 的 (x +a” ) 的 高 次 寡 . 请 看 下 例 . 


er 


解 ” 分 母 是 二 次 质 因 式 的 平方 ,把 二 次 质 因 式 配 方 成 (x-1) +1, 令 x-1=tant 
(a ), 则 


x) —2x+2=sec’s, dx=sec tdt. 


于 是 


3 
x 


= S = = Q 
Са? — 2x + 2) 


tan t + 1)° 
Montt 1. aaah 
sec і 


= Í (sin’teos 't+3sin’t+3sin tcos ti+cos t) dt 
= K ѕіп21соѕ £ + 3cos t) sin td? + ЕЕ + соѕ2г) dt 
= fta — сов“) сов 't + 3cos t][ — d(cost)] + Je — cos 21) dt 


_ Јов + 2соѕ t)d(cos t) + 2t — 了 sin 21 


= -ln соз t—cos t+21—sin tcos t+C ЛУ, 
. 


fk tan г=х-1 作 辅 助 三 角形 (图 4-5) , 便 有 


x-1 I 
cos t=————,sin t= 


Ja —2х+2 аут 4-5 
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于 是 


3 
x 


二 
Ee _ 2x +2) 


x 


= 了 ma — 2x + 2) +2arctan(x - 1) - ——— +С. 
x 


2 -2x+2 


习 题 4-2 


L. TE FIAR BARANA за M Ж, ERR AAN de =-1-4(4х+7)): 


(1) dx= (ах); 
(3) xdx=_ d(x); 
(5) xdx=__d(1-x); 
(7) evdx=_ d(e”); 


(9) sin d= a[ cos 3°) ; 


(11) 至 =_d(3-5lnlzl) 





(13) -= 


d( l -aresin x); 





(2) 4х=__4(7х-3); 
(4) хёх=__4(5х°); 
(6) х'йх=__4(3х°-2); 
(8) е2дх= _ (1+е72); 
(юу E. (511); 
х 
dx 
(12) ga areta 3x); 


—d( /1-х°). 


(14) _xdx _ 
J 1-2 


2. 求 下 列 不 定 积分 (其 中 a,b,w,p 均 为 常数 ) : 


(1) f dt; 


(3) [г 





(5) ЕС ах-е?) dx; 


(7) [е dx; 





(9) f £ dx; 
23а? 


x+l 
an ja ?+2x+5 








паю 


(15) f tanx + sec xdx; 


dx 


nN J ——— O 
J (arcsin x)°?°.,/l-x° 


(2) | 3-2x) dx; 





(4 Уч 
ө) tan 





(8) f соза?) dx; 





x; 


(12) Í сов? (wtip) sin( ot+@)dt; 


sin x+cos x 


3/ 一 
у SI x—COS x 


(14) f dx; 


(16) | 


xln In x` 





as [1® 一 dz; 
-x 
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(19) fin V l+x ° + 


(2 р ое Ра 


xln х)? 


Іп tan х 
cos xsin x 





(23) | 


(25) Е witp) dt; 


(27) J eos xcos 7-8; 


(29) f тап?хзес хіх; 


Jlr | 


20 arctanyx | | 
g i Ë 


(22) Í 





sin xcos х 


(24) J соз?х@х 
(26) J зїп 2xcos 3xdx; 
(28) Í sin Sxsin 7xdx; 


ао) |=: 

















t3 | = = (32) [зв 

(33) |, (34) Гелар 
(35) 2—8: ов) Ба (а>0); 
(37) f E GD) |- 

(39) EEE Лл 

(41) [i az) [- E: 





(43) | > 214 z; (44) Га 


第 三 节 分 部 积分 法 


前 面 我 们 在 复合 函数 求 导 法 则 的 基础 上 ,得 到 了 换 元 积分 法 . 现在 我 们 利用 
两 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 ,来 推 得 另 一 个 求 积 分 的 基本 方法 一 一 分 部 积分 法 . 
设 函 数 w=u(x) 及 v=v(x) 具 有 连续 导数 , 则 两 个 函数 乘积 的 导数 公式 为 
(uu)'=u' u+uu', 
移 项 ,得 
uv’ = (ир) '-и'. 


对 这 个 等 式 两 边 求 不 定 积分 ,得 
чаш | u'vdx. (3-1) 
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公式 (3-1) 称 为 分 部 积分 公式 . 如 果 求 | dx 有 困难 ,而 求 ча 比较 容易 
时 ,分 部 积分 公式 就 可 以 发 挥 作 用 了 . 
为 简便 起 见 ,也 可 把 公式 (3-1) 写成 下 面 的 形式 : 
f ae=wm- f vdu. (3-2) 
现在 通过 例子 说 明 如 何 运用 这 个 重要 公式 . 
例 1 求 xcos xdx. 


E ”这 个 积分 用 换 元 积分 法 不 易 求 得 结果 ,现在 试用 分 部 积分 法 来 求 它 . 但 
是 怎样 选取 和 dv 呢 ? 如果 设 =x,dv=cos x dx, Д] du=dx,v=sin x, 代 入 分 部 
积分 公式 (3-2) ,得 


| xeos хах =хзїп х— f sin xdx, 
而 fvau= [sin хах 容易 积 出 ,所 以 


f хоз xdx=xsin x+cos x+C. 
求 这 个 积分 时 ,如 果 设 w=cos x, dv=xdx, M 


2 
š x 
du = -sin хіх, = —. 


2 
х? х? 
| xeos хах => eos x+ {Fsin хах. 


上 式 右 端 的 积分 比 原 积分 更 不 容易 求 出 . 

由 此 可 见 ,如 果 w 和 dv 选取 不 当 , 就 求 不 出 结果 ,所 以 应 用 分 部 积分 法 时 ， 
恰当 选取 и 和 dv 是 一 个 关键 . 选取 w 和 do 一 般 要 考虑 下 面 两 点 : 

(1) v 要 容易 求 得 ; 


(2) [odu 要 比 | udo 容易 积 出 . 

例 2 ж Ј еа. 

解 Ў и=х,о=е"х, N] du=dx,v=e”. 于 是 
| «edx=we’- | e'dx=xe"-e"+C=e"(x-1)+C. 

运用 分 部 积分 公式 (3-2) 的 形式 , 例 1. 例 2 的 求解 过 程 也 可 表述 为 
[оз хіх = Ја х) = xsin x- Í віп xdx 
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=xsin х+соз x+C. 
| ed = | xd(e)= хе^— | e" dx 
=хе*-е*+С=(х-1)е'+С. 
例 3 Ж | eedz 
解 i u=xr ,dv=e°dx=d(e*), Й 
| *# edx= [PA= e- | edl) aea freas. 
这 里 | летак 比 | a? e'dz 容易 积 出 ,因为 被 积 函数 中 x KREU Ж Н # 8 
低 了 一 次 . 由 例 2 可 知 ,对 | xede 再 使 用 一 次 分 部 积分 法 就 可 以 了 . 于 是 
ех =х2е*-2 | «edx =а?е"-2 9) 
= хе" -2(хе*-е') +С=е*(х2-25+2) +С. 
Ак КЇ ЈА n] ИД Т2, ИП BE gk РА 28 ДЕ ҖЕ РЕ ТЕ (AR ) 58 РЕ ЖК ak 


函数 和 指数 函数 的 乘积 ,就 可 以 考虑 用 分 部 积分 法 ,并 设备 函数 为 и. 这 样 用 一 
次 分 部 积分 法 就 可 以 使 宕 函数 的 朝 次 降低 一 次 这 里 假定 寡 指 数 是 正 整数 . 


例 4 >K | xdx. 
ДД 设 v=lnx,do=xdx, 则 
х? ж? xš 
[xh xdx = [mn x dyaz" к |24 (In x) 


х? 1 х? x? 
= Th x-y |a =l x tC. 


5 ж | arccos хіх. 
解 1 и=агссоѕ x,dv=dx, 则 


f arccos хіх = хагссоѕ x— Ја arccos х) 


dx 





=xarccos x+ | = 
1-х 


= хагссоѕ gak: f 
2 1 (1-2) 
= хагссоѕ x—V 1-х +С. 
在 分 部 积分 法 运用 比较 熟练 以 后 ,就 不 必 再 写 出 哪 一 部 分 选 作 ~“, 哪 一 部 分 


4(1-х°) 
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选 作 dv. 只 要 把 被 积 表达 式 凑 成 w(*)dy(xz) 的 形式 , 便 可 使 用 分 部 积分 公式 . 
例 6 求 f аап xdx. 


解 | хагсїап xdx = | arctan xd( x?) 


= Е ai Жез | Ж ia 
2 2 J 1+x° 





dx 


s ын k= 1 L+x -1 
2 2 1+х? 


x° 
m EA 1-32. 
7 arctan x 2 (ача TE dx 


x° 
= 二 arctan x- x—arctan х) +С 


2 
ПЕ РР ) arctan gL х+С 
2 2 > 


ён ЕА АГДАНА РЕ 2%( Jë: ЖЕ РА RON A) Ж РЁ KR ЋЕ РА ЖГ 
F = ffl РЁ ЖС) FR ER, Ж Н] 1 ЈЕЛА ЛОК, Ë Dz XJ 28 R 28 aR, Бе — ЎН РА 
数 为 u. 

下 面 几 个 例子 中 所 用 的 方法 也 是 比较 典型 的 . 


#7 求 | esin хах. 
解 Ге хах = [sin xd(e )= eřsin x— | e*cos хах, 


等 式 右 端的 积分 与 等 式 左 端的 积分 是 同一 类 型 的 . 对 右 端 的 积分 再 用 一 次 分 部 
积分 法 ,得 
Гез хіх =e’ sin x— | cos xd( e°) 


=e sin х-е‘соѕ x— | e"sin хіх, 
由 于 上 式 右 端的 第 三 项 就 是 所 求 的 积分 | esin wdx, 把 它 移 到 等 号 左 端 去 ,等 式 
两 端 再 同 除 以 2, 便 得 


f esin хах = е sin x—cos х) +С. 
因 上 式 右 端 已 不 包含 积分 项 ,所 以 必须 加 上 任意 常数 C. 
例 8 ck | sec? хах. 
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解 | вес?» dx = [sec < d(tan x) 
=sec xtan x— | sec х їіап хіх 
=sec xtan x— | sec х(ѕес2х-1) ах 
= зѕес хіап x— J вес*хах+ | sec xdx 


3 
=sec xtan x+Ín| sec x+tan x|— | sec xdx. 


由 于 上 式 右 端的 第 三 项 就 是 所 求 的 积分 | sec'xdx, 把 它 移 到 等 号 左 端 去 ,等 式 丙 
端 再 同时 除 以 2 , 便 得 
f sec’xde=5 ( sec xtan х+1п 1 ѕес x+tan х1) +С. 


在 积分 的 过 程 中 往往 要 兼用 换 元 法 与 分 部 积分 法 ,如 例 5, 下 面 再 来 举 一 个 
例子 . 


例 9 R | Fda. 
解 ” 令 Vx =t, N] х=” ,dx=2tdt. 于 是 
{ax=2 Ге. 
利用 例 2 的 结果 ,并 用 t=Yx 代 回 , 便 得 所 求 积分 : 
{edx=2 f te'dr=2e'(1-1)+C=26" 0-1) +С. 


习 题 4-3 
求 下 列 不 定 积分 : 

L; | xsin xdx. 2, | In хах. 

3. f arcsin xdx. 4. | хе”. 

5. fen хах. 6. a хах. 
7. [е “зш 本 dx 8. f хов Zdr. 
9. f arctan хах. 10. Јат хах. 
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11. [сов хіх. 12. Је. 

13. Í Іа? хх. 14. | xsin хсов хіх, 
15. Ј =? сов? 0-4. 16. | (Dadx 
2 : ш? х 

17. [e -1 )sin 2xdx. 18. | 

x 
19. [ed 20. [со In хах. 
21. | (arcsin х) dx. 22. | sin aa. 
23. ЕЗ 24. | еМ" dx. 
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前 面 已 经 介绍 了 求 不 定 积分 的 两 个 基本 方法 一 一 换 元 积分 法 和 分 部 积分 
法 ,下 面 简要 地 介绍 有 理 函 数 的 积分 及 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


一 、 有 理 函 数 的 积分 





两 个 多 项 式 的 商 4( ) 称 为 有 理 函 数 ， 又 称 有 理 分 式 . 我 们 总 假定 分 子 多 项 


式 Р(х) 与 分 母 多 项 式 Q(x) 之 间 没 有 公 因 式 . 当 分 子 多 项 式 Р(х) 的 次 数 小 于 分 
母 多 项 式 О(х) 的 次 数 时 , 称 这 有 理 函 数 为 真 分 式 ,否则 称 为 假 分 式 . 
利用 多 项 式 的 除法 ,总 可 以 将 一 个 假 分 式 化 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 式 之 
和 的 形式 ,例如 第 一 节 例 15 中 的 被 积 函 数 
2x +x +3 _ 4 


2х°-1+ ; 
х? +1 x +l 








对 于 真 分 了 





Q(x)= 0,(®)0,(х), 
Н 0,(x) 与 Q,(x) 没 有 公 因 式 , 那 么 它 可 分 拆 成 两 个 真 分 式 之 和 

P(x)_ P(x) P,(z) 

Q(x) Q(x) Q(x)’ 
上 述 步骤 称 为 把 真 分 式 化 成 部 分 分 式 之 和 . 如 果 0O,(x) 或 0:(x*) 还 能 再 分 解 成 
两 个 没有 公 因 式 的 多 项 式 的 乘积 ,那么 就 可 再 分 拆 成 更 简单 的 部 分 分 式 . 最 后 ， 
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有 理 函 数 的 分 解 式 中 只 出 现 多 项 式 Р) 等 三 类 函数 (这 里 户 - 
(x-a) (х +px+q) 
4g<0,Pi(%) 为 小 于 上 次 的 多 项 式 ,P(x) 为 小 于 21 次 的 多 项 式 ). 多 项 式 的 积分 
容易 求 得 ,后 两 类 真 分 式 的 积分 可 参看 第 二 节 例 3 和 例 27. 
下 面 举 几 个 真 分 式 的 积分 的 例子 . 
х+1 
011 ж |- е" 


# ”被 积 函 数 的 分 母 分 解 成 (xz-3)(x-2) , 故 可 设 
x+1 A B 


хї—5х+6 x= ж-д” 
其 中 A.B 为 待定 系数 . 上 式 两 端 去 分 母后 ,得 


х+1=А(х-2)+В(х-3), 











即 
x+] =(A+B)x-2A-3B. 
比较 上 式 两 端 同 次 寡 的 系数 , 即 有 
A+B=1, 
мез ç 
从 而 解 得 4=4,B=-3. 于 是 


x+] 4 
J: Sa “сз 3 x- | у 
= 41а 1х-3 1-31п1х-21+С. 
2 
ж ^к | — rt l. ia 
例 ey j 


x+2 +_Вх+р 
了 | 
ш т) (а +х+1) Zx+" x +x+1 ' 风 


x+2=A(x +x+1)+( Bx+D) (2x+1), 





即 
x+2=(A+2B)x +(A+B+2D)x+A+D, 
比较 上 式 两 端 同 次 宕 的 系数 , 即 有 


A+2B=0, 
Larsson kE, 
A+D=2, 
А=2., 
ananla- ,于 是 
D=0. 
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x+2 
(2х+1)(х? рУ 
2 
= [( _ т) = ljn12x+11-- Fa turbo 
2х+1 x°+x+1 х*+х+1 
1 d(x tatl) +x+1) ， 
=ln|2x+1 | -—— 
А 2 J. x` +x+1 г | 
+— 
Ж NƏ 3 
=1п!2х+11 е +x+1) tl аксап ад +С. 


V3 
3 = S. -,. à 
例 Rj ЖҮ, ЖГ аш 
й ”被 积 函 数 分 母 的 两 个 因 式 x-1 Бох - 1 有 公 因 式 , 故 需 再 分 解 成 
(x-1)°(x+1). 8 





х-3 Ах+В р 
(x-1) (+1) (х—1)? «+1 
则 
x—-3=(Ax+B)(x+1)+D(x-1)2, 
即 


х-3= (4+0) х +(4+8-20)х+В+р, 
比较 上 式 两 端 同 次 宕 的 系数 , 即 有 


A+D=0, 
нв, 
B+D=-3, 
A=1, 
a ra 
Р=-1. 


х-3 
(х= 1) (а р" 








руби - Е -yyl * 


e= Р gp lh | 


(x-1) 


=lnlx 一 11+ 





一 Inlx+1I+(C. 
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二 、 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 举例 


例 4 ж | 1 +ѕіп х 


== = = 
sin х(1+соѕ x) 


£ ”由 三 角 函 数 知道 ,sin x 与 cos х 都 可 以 用 tan 了 的 有 理 式 表示 , 即 


x x 
2tan— 2tan -一 











А . x x 2 2 
sin x=2sin —cos —= = 
2 sec’ = 1] +tan?— 
2 
l-tan? > 1-tan? > 
TEN? ап — ап — 
cos x = cos ———вїп 一 = 一 一 = 
2 2 sc 人 1+tam Z 
如 果 作 变换 w=tan + (-т<х<т)®, А 
2 
sin x=—— x= аы 
и?’ +и?? 
ЇЇ x=2arctan и, № Й] 
ах = zdu. 
于 是 
I+sin x 
PR 
] sin x(1+cos х) 





2u \ 24и 
[+ |+ 2 1 1 
и u 
j зел | [s du 
-2u 1+—5 
I+), 1+и 





х 
— | +С. 
tan 2 |+ 


2 
=| +2utln lu ) +С =a tan ‚куп 


本 例 所 用 的 变量 代 换 w=tan FHEA 函数 有 理 式 的 积分 都 可 以 应 用 . 





х-2Ёт 


D ` xe ( (24-1) т, (20+1) т) В, EE u= tan > 


相同 . 





=tan — s= 2kwT+2arctan 2 以 下 所 得 结果 
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例 5 ж |= la, 


解 ” 为 了 去 掉 根 号 ,可 以 设 Vx-1 =u, Piè х=и +1, ах = 2ии, MA mi т Ж ЙИ 
分 为 








Гр = 
x 
“|> 可 da= 2(и-агсїап u) +C 
=2(,/x—-1 —arctan/x-1 ) +C. 
6 
и ж =; 


解 ”为 了 去 掉 根 号 ,可 以 设 Vx+2 =u. T хи? 2, ах = Зи? du, 从 而 所 求 积 
分 为 





| dx _ f3u du 
lt /x+2 l+u 


1 и? 
=3| (#-1+ту;) du=3( u+lnll+ul +C 





= V(z+2)° -3/х+2 +3ln |1+/x+2 | +C. 
dx 
97 Жү = = 
Jaga 
解 ” 被 积 函数 中 出 现 了 两 个 根 式 Vx 及 Vx ,为 了 能 同时 消去 这 两 个 根 式 ,可 
A х=и° ,于 是 dx=6u’ du, 从 而 所 求 积 分 为 





[Es laasia” 
s| ias 7) %= 6(u-arctan и) +С 
=6(Yx -arctanyz ) +С. 


1 П 
йв ж a 
1+х 1 +х 2 1 а = 


解 为 了 去 掉 根 号 ,可 以 设 E =u, PEH а, а -| 





2udu 


пту АШКИ 
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1 /Jl+x —2u и? 
|= 有 
=-2[ +a 


=-2u+2ln(u+1)-lnlu’-11+C 


ЕЕ т а) +Inlz 1 +€: 
x ч 


以 上 四 个 例子 表明 ,如 果 被 积 函 数 中 含有 简单 根 式 Wax+8 或 Jas*b 可 以 


令 这 个 简单 根 式 为 u. H T X FÉ BJ 28 А 5 РА, Н.Б RRE и r 
因此 原 积分 即 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 








| du=—2u-ln 





1 
= 



































习 题 4-4 
求 下 列 不 定 积分 : 
x° 2x+3 
. | 一 一 dx. 2. dx. 
L 25% Ja i 
1 dx 
з. [一 区 dx. 4. 
1 [FEAF 
3 x +1 
5. | 一 -一 dx. 6. | —— . 
nya s 
xdx x tx 一 
° . 8. 
í en NETE жее х? —х 
dx 1 
9. | ————.. 10. dx 
bere | 
2 
== ЫН ы j2, tD) as, 
(x +1) (x +х+1) (x +1) 
2 
-x -2 
13. | — — ak. 14. | —— 
(x +x+1)’ ee 
dx 
15; 3+cos x 16. 2+sin x` 
dx dx 
К 1 +5іп x+cos x` ig 2sin x—cos x+5° 
1. | бу 20. [6222 lix 
1+ Vx+l Vx+l 
21. [一 ali 22 | x 
А 4 
Vx+l si. NERNET 
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28. | La% de, 24. | dx 


第 五 节 ”积分 表 的 使 用 


通过 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ,积分 的 计算 要 比 导 数 的 计算 来 得 灵活 、 复 杂 . 为 
了 实用 的 方便 ,往往 把 常用 的 积分 公式 汇集 成 表 , 这 种 表 叫 做 积分 表 . 积分 表 是 
按照 被 积 函数 的 类 型 来 排列 的 . 求 积 分 时 ,可 根据 被 积 函 数 的 类 型 直接 地 或 经 过 
简单 的 变形 后 ,在 表 内 查 得 所 需 的 结果 . 

本 书 末 附录 以 有 一 个 简单 的 积分 表 , 以 供 查阅 . 

我 们 先 举 几 个 可 以 直接 从 积分 表 中 查 得 结果 的 积分 例子 . 


例 1 R ду 
Ж ”被 积 函数 含有 л л 








| ——asks a E 11) +С. 
(ax+b) а? 
现在 a=3,b=4, 于 是 
x 1 4 
= е =з ПЕ +С. 
例 ? ж 52 —4cos x 








й ”被 积 函数 含有 三 角 函 数 ,在 积分 表 ( 十 一 ) 中 查 得 关于 积分 | 


的 公式 ,但 是 公式 有 两 个 ,要 看 a >b sk a?<b 而 决定 采用 哪 一 个 . 
现在 a=5,b6=-4,a >b? ,所 以 用 公式 105 


= x 











J dx 
a+bcosx 
== + aretan| [tan a +C (а?>Ь?). 
于 是 
dx 
5-4соз х 








ё 2 5+(-4) /15-(-4) x 
=p) s Cy aretan| Ee IE 5 ә | +6 


= $ aretan[ 3tan 2) +C. 
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下 面 再 举 一 个 需要 先进 行 变量 代 换 ,然后 再 查 表 求 积分 的 例子 . 


例 3 
| +9 
E ”这 个 积分 不 能 在 表 中 直接 查 到 ,需要 先进 行 变 量 代 换 . 


A 2х=и, ДД /4x +9 =/и*+3° ан 于 是 

















s [куле udaa 
被 积 函 数 中 含有 Vw +3 ,在 积分 表 ( 六 ) 中 查 到 公式 37 
J == „уе +: -eic 
хх +a 1x1 
现在 a=3,x 相当 于 ,于 是 
l V +3° 3 
Е 5 lul 


再 把 w=2x 代入 ,最 后 得 到 
1 nV +3 3 c 
lsi yaa аш 
„у +9-3 =з, 


ГТ 
TE 


例 4 Ж | віп“ хах. 
解 ”在 积分 表 ( 十 一 ) 中 查 到 公式 95 


. 有 一 1 
A sin” xcosx п-1 2 
"хах = + fsi хіх. 

n n 


利用 这 个 公式 可 以 使 被 积 函 数 中 正弦 的 罕 次 减少 两 次 ,只 要 重复 使 用 这 个 
式 , 可 以 使 正弦 的 寡 次 继续 减少 ,直到 求 出 最 后 结果 为 止 ,这 种 公式 叫做 递 推 








公 
公式 . 
现在 n=4, 于 是 
[ чїїхй = сох, [эш хах. 
对 积分 f эїп?хх 用 公式 93 
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| sinxdx= 二 一 sin 2x+C, 
从 而 所 求 积分 为 


Í зїп*хах = — Мн жезл, з Esin 2х) +С. 
一 般 说 来 , 查 积分 表 可 以 节省 计算 积分 的 时 间 ,但 是 ,只 有 掌握 了 前 面 学 过 


的 基本 积分 方法 才能 灵活 地 使 用 积分 表 ,而 且 对 一 些 比较 简单 的 积分 ,应 用 基本 
积分 方法 来 计算 比 查 表 更 快 些 , 例 如 ,对 [| sin? eos xdx, 用 变换 u= sin x 很 快 就 
可 得 到 结果 . 所 以 , 求 积分 时 究竟 是 直接 计算 ,还 是 查 表 ,或 是 两 者 结合 使 用 ,应 
该 作 具 体 分 析 ,不 能 一 概 而 论 . 

在 本 章 结 束 之 前 ,我们 还 要 指出 :对 初等 函数 来 说 ,在 其 定义 区 间 上 , 它 的 原 
函数 一 定 存在 ,但 原 函 数 不 一 定 都 是 初等 函数 ,如 


a J dx, Aa; J 


In x’ п. 





等 等 ,它们 的 原 函数 就 都 不 是 初等 函数 
习 题 4-5 


利用 积分 表 计 算 下 列 不 定 积分 : 


1. L 
„Аа -9 

3. [一 一 
/5-4х+х* 

5. f J3x -2 dx. 


f. | xaresin 了 dx 


d 
2 ] ке 





11. [sin 3xsin Sxdx. 


1 
13. | ———.. 
EA š 
1 
15. | —— dx. 
Irr 


x 
її, [| 2 a. 
[Кете i 


1 
2 Freesia 
4. Í „2а? +9 dx. 
6. f ecos xdx. 
dx 
8. koar 
10. [е "зш 3xdx. 


12. | п? хах. 


14. [за 





16. | l ау. 


x Vx -1 


18. [Í cos° хіх. 
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19. | x 2 dx. 20. [ = J 
1-х 
21. J з еер 22. | Га. 














23. Í AI qe 24. f . 

х -2х-1 „Л жаа. 
25. | 一 二 一 dx 

25+4x 

总 习题 四 
І. Ж: 
(1) аек 
x+5 

(2) [з биет 


2. 以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 
1 


(1) Ву) = роту EAO 1 ЛЮ) C); 
(А) In(1+2ln ж) +1 (В) 919019210 x) +1 
(C) —n(1+2 а) +— (D) 2In(1+2In х)+1 
(2) 在 下 列 等 式 中 ,正确 的 结果 是 ( ) 

(A) [С ауа) (в) а/а) = f(x) 
(с) < л) as =f() (р) a уа) =) 


з. еа а /x) 的 一 个 原 函数 , 求 ау Са) a. 
4. 求 下 列 不 定 积分 (其 中 a,b 为 常数 ) : 





J ; 0 | sd 
l+cos х. 
(4) Po a x 8, 
Іа ln x sin xcos xj, 
(s) | x шы, ЕЕГ l+sin*x 
(7) J tan'xdx; (8) [sn xsin 2xsin 3xdx; 
а, 0); 
өз [Ж (10) | (а>0); 
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an [——®—; 
мМх(1+х) 


(13) Ге" сов bx ах; 


(19) f In( 14a?) ал, 


(21) iaa 


(23) 2: mrdr; 


(25) ү, 
(27) [тха х 


1 +соѕ х 


з аре 


Сак 


x; 


(33) Peta леа 
(35) Í v1-—x’ arcsin хіх; 


cot x йез 

1+ ЕЈ 
Ше 

639) J (2+cos х) зіп x? 





(зт) Ere 


总 习题 四 


(12) | хеов?хдх; 





dx 
п |=: 


(16) т 
(18) [Yesinfe dx; 
(20) [aa 

(22) Pass МЇ+еов g gy 


sin x 





(24) а 


x +3x +2 


(26) f sin x 4% 


1+sin x 


(28) | nzcoS -sin ж. 


2 
Cos x 





(36) х? arccos х аташон E go, 
ше = 

dx 
38 —————; 
(38) [се x 


(40) | sin ИРЕ 


sin £+cos x 
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本 章 讨论 积分 学 的 另 一 个 基本 问题 一 一 定 积分 问题 . 我 们 先 从 几何 与 力学 
问题 出 发 引进 定 积分 的 定义 ,然后 讨论 它 的 性 质 与 计算 方法 . 关于 定 积 分 的 应 
用 ,将 在 第 六 章 讨论 . 


第 一 节 ” 定 积 分 的 概念 与 性 质 


一 、 定 积分 问题 举例 


1. 曲 边 梯形 的 面积 


设 y=f(x) 在 区 间 上 [a,b] 上 非 负 、 连 续 . 由 直线 x=a、x=b、y=0 及 曲线 y= 
A(x) 所 围 成 的 图 形 ( 如 图 5-1) 称 为 曲 边 梯 у 
形 , 其 中 曲线 弧 称 为 曲 边 . 

我 们 知道 ,矩形 的 高 是 不 变 的 , 它 的 面 
积 可 按 公 式 

ЖАТА = рх) 
来 定义 和 计算 . 而 曲 边 梯 形 在 底 边 上 各 点 处 
的 高 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 是 变动 的 , 故 它 的 2 20 x 5 nb x 
面积 不 能 直接 按 上 述 公式 来 定义 和 计算 . Ж 图 5-1 
而 ,由 于 曲 边 梯形 的 高 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 是 连续 变化 的 ,在 很 小 一 段 区 间 上 它 
的 变化 很 小 ,近似 于 不 变 . 因此 ,如 果 把 区 间 [a,5b] 划 分 为 许多 小 区 间 , 在 每 个 小 
区 间 上 用 其 中 某 一 点 处 的 高 来 近似 代替 同一 个 小 区 间 上 的 罕 曲 边 梯 形 的 变 高 ， 
那么 ,每 个 罕 曲 边 梯形 就 可 近似 地 看 成 这 样 得 到 的 罕 和 矩形 . 我 们 就 以 所 有 这 些 罕 
和 矩形 面积 之 和 作为 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 ,并 把 区 间 [a,6b] 无 限 细 分 下 去 ,即使 每 
个 小 区 间 的 长 度 都 趋 于 零 , 这 时 所 有 窄 和 矩形 面积 之 和 的 极限 就 可 定义 为 曲 边 梯形 
的 面积 . 这 个 定义 同时 也 给 出 了 计算 曲 边 梯形 面积 的 方法 , 现 详 述 于 下 . 

在 区 间 [a,b] 中 任意 插入 若干 个 分 点 
а=%,<%,<%,<°°+<х_,<х„=Ь, 


把 [a,6b] 分 成 n 个 小 区 间 
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[xz], [ært], +, [Enitan] 
它们 的 长 度 依 次 为 
Ax, =X1 一 Xo ，Axa =x,- t, AX, =%, ta 
经 过 每 一 个 分 点 作 平 行 于 7 轴 的 直线 段 , EARE п E H 2 ЈИ. 
在 每 个 小 区 间 [x ,xi 上任 取 一 点 专 ,以 [xx 为 底 志 ) 为 高 的 窗 矩 形 近 似 
蔡 代 第 i 个 罕 曲 边 梯 形 (i=1,2,…,n) ,把 这 样 得 到 的 n 个 窜 和 矩形 面积 之 和 作为 
所 求 曲 边 梯形 面积 4 的 近似 值 , 即 


А SfE, ) Ax tfl E) Axt tf E) Ах„= > SCE) Ах, 


为 了 保证 所 有 小 区 间 的 长 度 都 无 限 缩小 ,我 们 要 求 小 区 间 长 度 中 的 最 大 者 
№ Еа, Шіс А = тах (Дх, ,Ax,,…,Ax,1 , 则 上 述 条 件 可 表示 为 A 一 0. 当 和 一 0 时 
(这 时 分 段 数 n 无限 增多 , 即 n 一 % ) , 取 上 述 和 式 的 极限 , 便 得 曲 边 梯形 的 面积 


A=lim > SE) Аа. 
2. 变速 直线 运动 的 路 程 


设 某 物 体 做 直线 运动 ,已 知 速度 v=o (t) 是 时 间 间 隔 [7 ,7 ] 上 + 上 的 连续 郑 
Ж.Н v(t) 宕 0, 计 算 在 这 段 时 间 内 物体 所 经 过 的 路 程 . 
我 们 知道 ,对 于 等 速 直 线 运 动 ,有 公式 
路 程 = 速度 x 时 间 . 
但 是 ,在 现在 讨论 的 问题 中 ,速度 不 是 常量 而 是 随时 间 变 化 的 变量 ,因此 ,所 求 路 
Ë! s 不 能 直接 按 等 速 直 线 运 动 的 路 程 公 式 来 计算 . 然而 ,物体 运动 的 速度 函数 
v=v(1) 是 连续 变化 的 ,在 很 短 一 段 时 间 内 ,速度 的 变化 很 小 ,近似 于 等 速 . 因此 ， 
如 果 把 时 间 间 隔 分 小 ,在 小 段 时 间 内 ,以 等 速 运动 代替 变速 运动 ,那么 ,就 可 算出 
部 分 路 程 的 近似 值 ; 再 求 和 ,得 到 整个 路 程 的 近似 值 ;最 后 ,通过 对 时 间 间 隔 无 限 
细 分 的 极限 过 程 ,这 时 所 有 部 分 路 程 的 近似 值 之 和 的 极限 ,就 是 所 求 变速 直线 运 
动 的 路 程 的 精确 值 . 
具体 计算 步骤 如 下 : 
在 时 间 间 隔 [ 7 ,7 ] 内 任意 插 人 若干 个 分 点 
T =t <t; << <t <t. =T,; , 
把 [7, ,T,]4 п АЛМ 
[t 5], Га], 6 Гаа, 1, 
各 小 时 段 时 间 的 长 依次 为 


At =t -to, Aly=t -ty, 1, At.=t,-t, 1. 
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相应 地 ,在 各 段 时 间 内 物体 经 过 的 路 程 依 次 为 
As, Аз, ©, AS, 
在 时 间 间 隔 [2 ,6 上任 取 一 个 时 刻 7; Cia Sr, St), A r ATRE REC, ) 
来 代替 [i ,ti;] 上 各 个 时 刻 的 速度 ,得 到 部 分 路 程 As; 的 近似 值 , 即 
As;=v(7;) At; (i=1,2,.…,n). 
于 是 这 n 段 部 分 路 程 的 近似 值 之 和 就 是 所 求 变 速 直 线 运动 路 程 * 的 近似 值 , 即 
s =v( T, ) At, +0(т,) Atst +0(т,) А! = F v(7;) Аі. 


š=1 


ÌE А = тах | At, ‚А, At, 1 4 À—0 时 , 取 上 述 和 式 的 极限 , 即 得 变速 直线 
运动 的 路 程 


s=lim > о(т,)Аг,. 


二 、 定 积分 的 定义 


从 上 面 两 个 例子 可 以 看 到 :所 要 计算 的 量 , 即 曲 边 梯形 的 面积 4 及 变速 直线 
运动 的 路 程 s 的 实际 意义 虽然 不 同 ,前 者 是 几何 量 ,后 者 是 物理 量 ,但 是 它们 都 
由 一 个 函数 及 其 自 变量 的 变化 区 间 所 决定 ,如 

曲 边 梯形 的 高 度 y=f(x) 及 其 底 边 上 的 点 * 的 变化 区 间 [a,b] ， 

直线 运动 的 速度 v=v(+) 及 时 间 :的 变化 区 间 [ Т,,Т,]. 

其 次 ,计算 这 些 量 的 方法 与 步骤 都 是 相同 的 ,并 且 它们 都 归结 为 具有 相同 结 
构 的 一 种 特定 和 的 极限 ,如 


面积 4=lim >` f(E) Ах, 


路 程 s=lim y v(T;) А. 


抛 开 这 些 问 题 的 具体 意义 , 抓 住 它们 在 数量 关系 上 共同 的 本 质 与 特性 加 以 
概括 ,我 们 就 可 以 抽象 出 下 述 定 积分 的 定义 : 
定义 ” 设 函 数 /(x) 在 [a,b] 上 有 界 , 在 [a,b] 中 任意 插入 若干 个 分 点 
a =x<x, <x,<*** Cv _ү<х„=Ь, 


AKEL, b] 37А n 4 ДМХ BB] 


[ ж ,xi] ЕД [xi] ib >$ EREA ЕЈ 
各 个 小 区 间 的 长 度 依次 为 
Ax, =х1-х0, Axz,=x;-X 1, 7 AX, =X, Xn 


在 每 个 小 区 间 [x;, ,zj] 上 任 取 一 点 专 (x, S£, < x,) , 作 函 数值 0) 5/0 81 
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Ж Ax, 的 乘积 A(é&,)Ax(i=1,2,…,n) ,并 作出 和 


S= 之 SE) Ах, (1-1) 
记 Л = тах | Ax, ,Ax,,… ,Ax,| ,如 果 当 A 一 0 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 且 与 闭 区 间 
[a ,0 的 分 法 及 点 专 的 取 法 无 关 ,那么 称 这 个 极限 7 为 函数 败 x) 在 区 间 [a,"] 上 


的 定 积分 (简称 积分 ) , 记 作 | /(*) dx, 即 


о) т=з У (8) Ax, (1-2) 
ЕСЕГЕ a MUARA 
下 限 ,6 叫做 积分 上 限 ,[a,b] 叫 做 积分 区 间 . 

利用 *s-8” 的 说 法 ,上 述 定 积分 的 定义 可 以 表述 如 下 : 

设 有 常数 /如果 对 于 任意 给 定 的 正 数 е, ВЕЕ ЕЙ 8, 使 得 对 于 区 间 
[a,6b] 的 任何 分 法 ,不 论 芭 在 [x ,x;] 中 怎样 选取 ,只 要 A=max|Axi,…,Ax,|< 
8, 总 有 


| X f(é)Ax,-l|<e 
成 立 ,那么 称 1 是/(x) 在 区 间 [a,6] 上 的 定 积分 , 记 作 А). 


жж MAR Y AE) Ax, 的 极限 存在 时 ,其 极限 1 仅 与 被 积 函 数 /x) 及 积 


分 区 间 [a,b] 有关. 如 果 既 不 改变 被 积 函 数 几 也 不 改变 积分 区 间 [c,2] ,而 只 把 
积分 变量 x 改写 成 其 他 字母 ,例如 1 或 4, 那么 ,这 时 和 的 极限 1 不 变 ,也 就 是 定 
积分 的 值 不 变 , 即 


[ Ka)dr= [оа fa 


这 就 是 说 , 定 积分 的 值 只 与 被 积 函 数 及 积分 区 间 有 关 , 而 与 积分 变量 的 记 
法 无 关 . 


和 式 > FCE) Ax; 通 常 称 为 f(x) 的 积分 和 . ШЖ f(x) Га, Б) EERDE 


在 ,那么 就 说 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 . 

对 于 定 积分 ,有 这 样 一 个 重要 问题 :函数 /(x) EL a,b] 上 满足 怎样 的 条 件 ， 
fa Ela, b] 上 一 定 可 积 ? 这 个 问题 我 们 不 作 深 入 讨论 ,而 只 给 出 以 下 两 个 充 
分 条 件 : 

定理 1 设 /(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 . 

定理 2 设 /(x) 在 区 间 [a,5] 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间断 点 , 则 f(x) 在 [a， 
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b] 上 可 积 . 

利用 定 积分 的 定义 ,前面 所 讨论 的 两 个 实际 问题 可 以 分 别 表述 如 下 : 

曲线 y=f(x) (f(x) 20) x 轴 及 两 条 直线 x=a、x=b 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面 
积 4 等 于 函数 f(x) 在 区间 [a,b] 上 的 定 积 分 , 即 


A= | ла. 


物体 以 变速 v=z(:) (ь(1) 二 0) 做 直线 运动 ,从 时 刻 1=7, 到 时 刻 = T, , iX #7] 
体 经 过 的 路 程 * 等 于 函数 v4) 在 区 间 [ 7,,7,] 上 的 定 积分 , 即 


s= Š v(t) di. 
下 面 讨论 定 积分 的 几何 意义 . 在 [a,5] EA) >0 时 ,我 们 已 经 知道 , 定 积分 
| Adr 表示 由 曲线 y=/(*) ,两 条 直线 x*=a、x=6 与 * 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 


面积 ;在 [a,b] 上 f(x) <0 时 ,由 曲线 y=/(x) 、 两 条 直线 x=a、x=4b 与 x 轴 所 围 成 
的 曲 边 梯形 位 于 轴 的 下 方 , 定 积分 


ла 


表示 上 述 曲 边 梯 形 面 积 的 负 值 ;在 [a,b5] 上 f(x) 既 
取得 正 值 又 取得 负 值 时 ,函数 f(x) 的 图 形 某 些 部 
分 在 x BH DJ E Jr, 而 其 他 部 分 在 x 轴 下 方 


(图 5-2) ,此 时 定 积分 | (x) dx RR x 轴 上 方 图 


形 面积 减 去 * 轴 下 方 图 形 面积 所 得 之 差 . 
最 后 , 举 一 个 按 定义 计算 定 积分 的 例子 . 


例 1 利用 定义 计算 定 积分 [, ёда. 


R П О (х) = х 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 ,而 连续 函数 是 可 积 
的 ,所 以 积分 与 区 间 [0,1] 的 分 法 及 点 专 的 取 法 无 关 . 因此 ,为 了 便于 计算 ,不 妨 


把 区 间 [0,1] 分 成 n 等 份 ,分 点 为 ,= 二 ,i=1,2,…,n-1. 这 样 ,每 个 小 区 间 [x， 





4,] 的 长 度 Ax,= 二 ,i=1,2,…,n. 取 和 = 和 ,i=1,2,…,n 于 是 ,得 和 式 


2. JCE) Ах, = >) £ Ах, = > x; Ax, 
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sty L n(n+1)(2n+1)® 
n 


1 1 1 
= 611+) (2+): 
当 АО В) "一 o 时 , 取 上 式 右 端的 极限 . 由 定 积分 的 定义 , 即 得 所 要 计算 的 
积分 为 


1 n 


f х'4х =lim З ё Ах, = lim akira (2) =+ 
三 、 定 积分 的 近似 计算 


从 例 1 的 计算 过 程 中 可 以 看 到 ,对 于 任 一 确定 的 正 整数 ,积分 和 


У, Aedan = (141) (2+) 


都 是 定 积分 | de 的 近似 值 . 当 n 取 不 同 值 时 ,可 得 到 定 积分 | > ax 精度 不 同 


的 近似 值 . 一 般 说 来 ,n 取得 越 大 ,近似 程度 越 好 . 
下 面 就 一 般 情 形 , 讨 论 定 积分 的 近似 计算 问题 . 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,这 


时 定 积分 ла 存在 . 如 同 例 1, 采 取 把 区 间 [a,bj] 等 分 的 分 法 , 即 用 分 点 
a=xo, Xi. ,X=b 将 [a,b] 分 成 n 个 长 度 相 等 的 小 区 间 , 每 个 小 区 间 的 长 为 


_b-a 


Ax= > 
n 





Ф 利用 恒等式 (n+1)?=n3+3n?+3n+1, 得 
(n+1) '—-n'=3n2+3n+1, 


n3-(n-1)3=3(n-1)2+3(n-1)+1， 


33-23=3 .224+3 .2+1， 
23-13=3 .12+3。1+1. 
把 这 个 等 式 两 端 分 别 相 加 ,得 


(м+1)2-1=3(12+22 +... +п2) +3(1+2+-:-+п) +n. 
由 于 1424 +n== (n+l) , 代 人 上 式 , 得 
n '+3n2+3n=3( 12+2°+--+л?)+—5=-п(л+1) жп. 
整理 后 ,得 


Painin =-рп(п+1)(2л+1). 
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在 小 区 间 [x; ,x;] 上 , 取 Ei =%X ,应 有 
И . В-а s 
5) а= а У Хаа), 
ТРЕЕ Е ИЛЕ Ж n, A 
одак У уа). 


п 


i 


@/бх,)=у; (i=0,1,2,…,n) ,上 式 可 记 作 


b _ 
| fiada y, tty). (1-3) 
如 果 取 =x, 则 可 得 近似 公式 
[OE (1-4) 


以 上 求 定 积分 近似 值 的 方法 称 为 矩形 法 ,公式 (1-3)、(1-4) 称 为 矩形 
法 公式 . 

矩形 法 的 几何 意义 是 :用 窗 条 矩形 的 面积 作为 y 
窗 条 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 整体 上 用 台阶 形 的 面 
积 作 为 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 . 如 图 5-3 所 示 . 

求 定 积分 近似 值 的 方法 ,常用 的 还 有 梯形 法 和 
抛物 线 法 (又 称 辛普森 (Simpson) 法 ) ,简单 介绍 
如 下 : 

和 和 矩形 法 一 样 ,将 区 间 [a,5b]n 等 分 . 设 f(x;)= 
y MR y=f(x) Ей Cy) EE М, (i=0,1, а= 
2 ,… n). 

梯形 法 的 原理 是 :将 曲线 y=/(xz) 上 的 小 弧 段 W, М, MEREM MRE, 
也 就 是 把 罕 条 曲 边 梯 形 用 罕 条 梯形 代替 (图 5-4(a)) ,由 此 得 到 定 积分 的 近似 
值 为 


у b -afyo +y у ty Ула tY 
Jec (2 1 1 E ua n-1 °) 
Joya ri ж т totoa 


b - + y, 
2 











п њу жу +" жу): (1-5) 


显然 ,梯形 法 公式 (1-5) 所 得 近似 值 就 是 矩形 法 公式 (1-3) 和 (1-4) 所 得 两 个 近 
似 值 的 平均 值 . 

抛物 线 法 的 原理 是 :将 曲线 y=f(x) 上 的 两 个 小 弧 段 于, M, AMM Е 
来 ,用 过 NM M ,Mi 三 点 的 抛物 线 y=px +qx+r 代替 (图 5-4(b)). 经 推导 可 
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5-4 


得 ,以 此 抛物 线 弧 段 为 曲 边 、 以 [x,, ,x;,, ] 为 底 的 曲 边 梯形 面积 为 
(уана) š 2Ax= EE yia +4у, жу ). 
Д п 为 偶数 ,得 到 定 积 分 的 近似 值 为 


b b- 
Г.а = [Oa +4у, + y.) + (X, + 4y, +y.) + + (Уа + ФУ. +y,)] 





= а, ty, +4(у +у, ++ +1) jt RCI + ya + +y,.)]. 
(1-6) 
2 按 梯形 法 公式 (1-5) 和 抛物 线 法 公式 (1-6) 计 算 定 积分 | da 的 


近似 值 ( 取 m=10 ,计算 时 取 35 位 小 数 ). 
E ”计算 y; 并 列表 : 



































ЖИНИНЕ | + 000 00 
1 0.1 3.960 40 
3 0.3 3. 669 72 
4 0.4 3.448 28 
5 3. 200 00 
6 2.941 18 
7 2. 684 56 
8 2. 439 02 
9 0.9 2. 209 94 
10 1.0 2. 000 00 
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按 梯形 法 公式 (1-5) 求 得 近似 值 为 
S, =3. 139 93, 
按 抛物 线 法 公式 (1-6) 求 得 近似 值 为 
S,=3. 141 59. 
本 例 所 给 积分 的 精确 值 为 


1 


| F ie = t = 3,141 592 6б++, 
ol + x 





用 S, MEH БТ ЖҮ ИНО ИЯ, 2 107. 

计算 定 积分 的 近似 值 的 方法 很 多 , 这 里 不 再 作 介绍 . 随 着 计算 机 应 用 的 普 
及 , 定 积分 的 近似 计算 已 变 得 更 为 方便 ,现在 已 有 很 多 现成 的 数学 软件 可 用 于 定 
积分 的 近似 计算 . 


四 、 定 积分 的 性 质 


为 了 以 后 计算 及 应 用 方便 起 见 , 对 定 积分 作 以 下 两 点 补充 规定 : 
(1) "4 b=a 时 ， | A) dx=0; 


(2) 4 a>b 时 ， а= A) ax. 


由 上 式 可 知 ,交换 定 积分 的 上 下 限时 , 定 积分 的 绝对 值 不 变 而 符号 相反 ， 
下 面 讨论 定 积分 的 性 质 . 下 列 各 性 质 中 积分 上 下 限 的 大 小 ,如 不 特别 指明 ， 
均 不 加 限制 ,并 假定 各 性 质 中 所 列 出 的 定 积分 都 是 存在 的 . 


性 质 1 设 a 与 B 均 为 常数 , 则 
| Га/(х) +88 (9) 14х=в | fx) вав | g(x) ах. 


ü f [af(z)+Bg(z)]1dz =lim У Сауе) +886) ] Az, 
= іта 2, ё.) Ах, +в > g( é) Ax, 


a f f(s) detp | g(x) as. 


性 质 1 对 于 任意 有 限 个 函数 的 线性 组 合 也 是 成 立 的 . 
性 质 2 1 a<c<b, lJ 


[ла Гоа | уо). 
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证 因为 函数 A 放 (x) 在 区 间 [a,b] 上 可 积 , 所 以 不 论 把 [a,b] 怎 样 分 ,积分 和 
的 极限 总 是 不 变 的 . 因此 ,在 分 区 间 时 ,可 以 使 c 永 远 是 个 分 点 . 那么 ,[a,b] 上 的 
积分 和 等 于 [a,c] 上 的 积分 和 加 [c,b] 上 的 积分 和 , 记 为 


EAs 5, KNEA 5 Е) Аа, 
S A 一 0, 上 式 两 端 同时 取 极 限 , 即 得 
b с b 
Јах | А) ах | flx) aa. 


这 个 性 质 表 明定 积分 对 于 积分 区 间 具 有 可 加 性 . 
按 定 积分 的 补充 规定 ,我 们 有 :不 论 a,b,c 的 相对 位 置 如 何 ,总 有 等 式 


EOL Глав 
成 立 . 例如 , 当 a<b<c 时 ,由 于 
[Жок = f Kadas [ G) в, 
于 是 得 
[лода = [0% | /x) dx= [2а [лодак 
性 质 3 ШЖК а,Ь) Е/ (х) =1,Я98 4A 
[ле = f dx=b-a. 


这 个 性 质 的 证 明 请 读者 自己 完成 . 
性 质 4 WREKE a,b] Efx) 20, ЯА 
[Хао (а<Ь). 
证 因为 f(x) 宇 0, 所 以 
J(£,) 20 (ф=1,2,+=,‚т). 
又 由 于 Ax; 宇 0 (i=1,2,…,n) ,因此 
> /(&)Ax>0, 


令 和 A=max| Ax,,… ,Ax,| 一 0, 便 得 要 证 的 不 等 式 . 
推论 1 如 果 在 区 间 [a,6] 上 f(x)<g(x) ,那么 


хое | g(x)dx (a<b). 
证 AA e(x)-/(x)>0,H FEB 41% 
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| Leta) (z) 190. 
再 利用 性 质 1 , 便 得 要 证 的 不 等 式 . 
推论 2 || лое 
证 “因为 





< 「 I/(z)ldz (a<b). 


-lf(x) I Sf) S f(x)! , 
所 以 由 推论 1 及 性 质 1 可 得 


-j (х) 14х < [доа f Кх) Idx, 
即 





КО < f [f(x) ldx. 
性 质 5 МЕ m 分 别 是 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 最 大 值 及 最 小 值 , 则 
m(b-a) < | л) ама) (a<b). 
证 因为 m<f(x) 志 MMM, 所 以 由 性 质 4 的 推论 1, 得 
[ тах < [ла f Мах. 


再 由 性 质 1 及 性 质 3, 即 得 所 要 证 的 不 等 式 . 
这 个 性 质 说 明 , 由 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 的 最 大 值 及 最 小 值 ,可 以 估计 积分 


值 的 大 致 范围 . 例如 , 定 积分 |, = dx, 它 的 被 积 函 数 /(x) = x° 在 积分 区 间 


[2.1] 上 是 单调 增加 的 ,于 是 有 最 小 值 m= [+] =g ЖЖ М=(1)°=1. 由 性 
质 5, 得 


即 
1 ко 1 
375 Fi des 


性 质 6( 定 积分 中 值 定 理 ) ШЕ /(х) ERDER a, b] EER, RA 


а=) b-a) (а<ё<Ь). 
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这 个 公式 叫做 积分 中 值 公 式 马 . 
证 ”把 性 质 5 中 的 不 等 式 两 边 各 除 以 5-a ,得 
ma} f fs) dr<M. 
b-a J, 


这 表明 аденин | AC) dx e m, M]. 根据 闭 区 间 上 和 连续 函数 的 介 值 定理 


(第 一 章 第 十 节 定 理 3) 的 推论 ,在 [a,b] 上 至 少 存在 一 点 ,使 得 函数 (x) 在 点 
处 的 值 与 这 个 确定 的 数值 相等 , 即 应 有 


| Кх) х= (ё) (а<ё<ьЬ). 


两 端 各 乘 bh-a, 即 得 所 要 证 的 等 式 . 
显然 ,积分 中 值 公 式 


[аә b-a) (# 在 a 与 5 之 间 ) 


不 论 a<b 或 a>4 都 是 成 立 的 . 
积分 中 值 公式 有 如 下 的 几何 解释 :在 区 间 

[a,6] 上 至 少 存在 一 点 才 , 使 得 以 区 间 [a,6] 为 底 ОГ 

边 . 以 曲线 y=f(x) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 的 面积 等 

于 同一 底 边 而 高 为 1/(#) 的 一 个 矩形 的 面 

积 (图 5-5). o 
ане 


Ке =; ya 


称 为 函数 fx) 在 区 间 [a,5] 上 的 平均 值 . 例如 按 轩 s- 5,f(&) 可 看 作 图 中 曲 边 梯 
形 的 平均 高 度 . 又 如 物体 以 变速 v(t) 做 直线 运动 ,在 时 间 区 间 [7,,7,] 上 经 过 的 


иж | v() dt, 因此 ， 






= т de, ge [T,,T,] 
便 是 运动 物体 在 [7, Т, ] 这 段 时 间 内 的 平均 速度 





Ф TEH e(a, b) ,参阅 同济 大 学 数学 系 编 (高 等 数学 附 册 “学习 辅导 与 习题 选 解 ”同济 ' 第 
七 版 ) 第 五 章 第 一 节 释 疑 解难 2. 
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3J 题 5-1 


`l. 利用 定 积分 的 定义 计算 由 抛物 线 y=x +l WER raab (5>a) 及 x 轴 所 围 成 的 图 
形 的 面积 . 
`2. 利用 定 积分 的 定义 计算 下 列 积分 : 


(1) [ха (ab); (2) f eax. 

3. 利用 定 积 分 的 几何 意义 ,证明 下 列 等 式 : 

(1) |2545 =i; o f VI-a «х= ®; 

(3) |. sin edr =Ü (a) fÉ, cos хйх= 2 sin. 
4. 利用 定 积分 的 几何 意义 , 求 下 列 积分 : 

(1) ЕС > 0); (2) 0+3) dx; 

(3) F. | х1 dx; (4) 人 V9 — x° d<. 


меки оек 





6. 已 知 In2= [тї -dx, 试用 抛物 线 法 公式 (1-6) , 求 出 In 2 的 近似 值 ( 取 ”= 10 ,计算 
时 取 4 位 小 数 ). 

7. 设 | 3⁄0) aa = 18, хое = 4, [коо = 3. 求 

ПКО 0) Е 

(3) Јас) (4) | LAGO + Зва) 14 


8. 水 利 工程 中 要 计算 拦 水 闸门 所 受 的 水 压力 .已 知 闻 门 上 水 的 压强 p KÝR h £f E РЯ 
数 关系 , 且 有 p=9. 8h kN/m. ФГ H=3 m, 宽 L=2 m, 求 水 面 与 闸门 项 相 齐 时 间 门 所 受 
的 水 压力 P. 

9. 证 明定 积分 的 性 质 


(1) [коой = = бой, 


(2) f 1- dx= ра =b-a. 
10. 估计 下 列 各 积分 的 值 : 


4 ЕЖ 
(1) | (a? +1); о) ја + sin x) dx ; 
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5 o, 
(3) үн xarctan xdx; (4) f er * dx. 
£ 2 


п. 设 /x) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明太 (x) de > (f Kaaa) `. 
12. 设 /(x) 及 g(x) 在 [a,6b] 上 连续 ,证 明 : 
(1) 车 在 [a,b] Efl) 0, H flx) #0, л) ахо 


(2) 车 在 [a,6] E. Jia) >0, 且 | л) dx=0, 则 在 [a,b] 上 f(x) =0; 

(3) 车 在 [a,6] 上 f(x) а(х) В] /\«)4х= | g(x)dx, 则 在 [a,6] E /(х) =&(х). 
13. 根据 定 积分 的 性 质 及 第 12 题 的 结论 ,说 明 下 列 各 对 积分 中 哪 一 个 的 值 较 大 : 
(1) f x dx 还 是 | x` х? 

(2) | x dx 还 是 х? dx? 

(3) Ë хах 还 是 | (ln x)? dx? 

(4) E 还 是 | In(1 + z)dx ? 


(5) |, e" dx z fa +x)dx? 


第 二 节 ” 微 积分 基本 公式 


在 第 一 节 中 有 一 个 应 用 定 积分 的 定义 计算 积分 的 例子 . 从 这 个 例子 我 们 看 


到 ,被 积 函数 虽然 是 简单 的 宕 函数 所 z)=x* ,但 直接 按 定义 来 计算 它 的 定 积分 已 
经 不 是 很 容易 的 事 . 如 果 被 积 函数 是 其 他 复杂 的 函数 ,其 困难 就 更 大 了 . 因此 ,我 
们 必须 寻求 计算 定 积分 的 新 方法 . 


下 面 先 从 实际 问题 中 寻找 解决 问题 的 线索 . 为 此 ,我 们 对 变速 直线 运动 中 遇 


到 的 位 置 函 数 s(1) 及 速度 函数 v(t) 之 间 的 联系 作 进 一 步 的 研究 . 


一 、 变 速 直 线 运 动 中 位 置 函数 与 速度 函数 之 间 的 联系 


有 一 物体 在 一 直线 上 运动 . 在 这 直线 上 取 定 原点 、 正 方向 及 长 度 单位 ,使 它 


成 一 数 轴 . 设 时 刻 t 时 物体 所 在 位 置 为 s(t) ,速度 为 v(t1) (为 了 讨论 方便 起 见 ， 
可 以 设 v(t) 20). 


从 第 一 节 知 道 : 物 体 在 时 间 间 隔 [7,,7,] 内 经 过 的 路 程 可 以 用 速度 函数 v(1) 


在 [7,,7,] 上 的 定 积分 
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КОТ 
Ж); 77181, X Ez Ёк М п] a ph {у Er РАС s(t) ТЕК Н] LT, T, J] БАЈА 
s(T,)-s( Т,) 
来 表达 . 由 此 可 见 ,位 置 函 数 s(1) 与 速度 函数 v(i) 之 间 有 如 下 关系 : 
Јоса =s(T,) - s( 7). (2-1) 


AA 5'(ї)=ъ(1) ,即位 置 函 数 s(1) 是 速度 函数 v(1) 的 原 函 数 ,所 以 关系 式 
(2-1) 表 示 ,速度 函 数 v(t) 在 区 间 [7,,7,] 上 的 定 积分 等 于 v(!) 的 原 函 数 s(1) 在 
区 间 [7 ,7,] 上 的 增 量 

(Т,) (Т). 

上 述 从 变速 直线 运动 的 路 程 这 个 特殊 问题 中 得 出 来 的 关系 ,在 一 定 条 件 下 
具有 普遍 性 . 事实 上 ,我 们 将 在 第 三 目 中 证 明 , 如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 连 
续 , 那 么 ,f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 定 积分 就 等 于 f(x) 的 原 函 数 ( 设 为 F(x)) 在 区 
[а,Ь] Е 

F(b)-F(a). 


二 、 积 分 上 限 的 函数 及 其 导数 


И (х) EKE a,b] LE, А Hla, b] Е. 我 们 来 考察 
Хх) Е 8 [a,x] EERI 


оз 


首先 ,由 于 f(x) 在 [a,x] 上 仍旧 连续 ,因此 这 个 定 积分 存在 . 这 里 ,x 既 表 示 
定 积分 的 上 限 , 又 表示 积分 变量 . 因为 定 积分 与 积分 变量 的 记 法 无 关 , 所 以 ,为 了 
明确 起 见 ,可 以 把 积分 变量 改 用 其 他 符号 ,例如 用 上 表示 , 则 上 面 的 定 积分 可 以 
写成 
[aya 


如 果 上 限 % 在 区间 [a,b] 上 任意 变动 ,那么 对 于 每 一 个 取 定 的 x 值 , 定 积分 
有 一 个 对 应 值 ,所 以 它 在 [a,5] 上 定义 了 一 个 函数 , 记 作 Ф(х): 


B(x)= [уа Саку. 


这 个 函数 B(x) 具 有 下 面 定 理 1 所 指出 的 重要 性 质 . 
定理 1 如 果 函 数 败 x) 在 区 间 [a,!] 上 连续 ,那么 积分 上 限 的 函数 
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Ф(х)= | fadt 
在 [a,b] 上 可 导 , 并 且 它 的 导数 
@'()= E | Adfa) саваа: (2-2) 


证 Ф xe (a,b), 设 x 获得 增 量 Ax, 其 绝 y 
对 值 足 够 地 小 ,使 得 x+Axe (а,Ь), Д Ф(х) 
(图 5-6, 图 中 Ax>0) 在 x+Ax 处 的 函数 值 为 


Ф(аъАх) = коа. 


由 此 得 函数 的 增 量 
АФ =B(x+Ax) -P(x) 





+Ax x В 5-6 
=f fadt- f f)ar 
= [оа + Da [лое 
Гоа 
再 应 用 积分 中 值 定理 , 即 有 等 式 
АфФ=/(ё)Ах, 
ХЕ ,£ #E x 与 x+Ax 之 间 . 把 上 式 两 端 各 除 以 Ax ,得 函数 增 量 与 自 变 量 增 量 的 比值 
АТ ле) 
x 


由 于 假设 /(*) 在 [a,5] 上 连续 ,而 Az—0 时 ,Ex, 因 此 limf(&)=f(x). 于 
是 , 令 Azx—0 对 上 式 两 端 取 极 限时 , 左 端的 极限 也 应 该 存在 且 等 于 f(x). 这 就 是 
说 ,函数 D (x) 的 导数 存在 ,并 且 


Ф'(х)= f(x). 
若 x=a, 取 Ax>0, 则 同 理 可 证 Ф’ (а) = (а); #7 x=b, W Ax<0, 则 同 理 可 证 
p'(b)=f(b). 
定理 1 证 毕 . 


这 个 定理 指出 了 一 个 重要 结论 :连续 函数 /(x) 取 变 上 限 % 的 定 积分 然后 求 
导 , 其 结果 还 原 为 /(x) 本身. 联想 到 原 函 数 的 定义 ,就 可 以 从 定理 1 推 知 B(x) 是 连 
续 函数 (x) 的 一 个 原 函 数 . 因此 ,我 们 引出 如 下 的 原 函 数 的 存在 定理 . 

定理 2 如果 函数 几 x) 在 区 间 [a,"] 上 连续 ,那么 函数 


Ф(х)= [лое (2-3) 
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就 是 (x) 在 [a,b] 上 的 一 个 原 函 数 . 

这 个 定理 的 重要 意义 是 :一 方面 肯定 了 连续 函数 的 原 函 数 是 存在 的 , 另 一 方 
面 初 步 地 揭示 了 积分 学 中 的 定 积分 与 原 函 数 之 间 的 联系 . 因此 ,我 们 就 有 可 能 通 
过 原 函 数 来 计算 定 积 分 . 


三 、 牛 顿 - 莱 布 尼 茨 公 式 


现在 我 们 根据 定理 2 来 证 明 一 个 重要 定理 一 一 微 积分 基本 定理 , 它 给 出 了 
用 原 函 数 计算 定 积分 的 公式 . 
定理 3( 微 积分 基本 定理 ) 如果 函数 (x) 是 连续 函数 f(x) 在 区 间 [ а,Ь] 
上 的 一 个 原 函 数 ,那么 ， 
ЈА) а=) (а). (2-4) 
证 已 知 函数 R(x) 是 连续 函数 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,又 根据 定理 2 知道 , 积 
分 上 限 的 函数 


Ф(ху= [mod 


8 f(x) 的 一 个 原 函 数 . 于 是 这 两 个 原 函 数 之 差 К(х)-Ф(х){Е[ а,Ь] EVE 
某 一 个 常数 C (第 四 章 第 一 节 ), 即 

Е(х)-Ф(х)= С (а<х<ьЬ). (2-5) 

ХЕ Е х=а,1% Е(а) -Ф(а)= С. ХН Ф(х) х 2402-3) K E TE 

积分 的 补充 规定 (1) 可 知 Ф(а) = 0, НЮ, С= Е(а). Д Е(а) КА (2-5) rB B 


сй [Жа 代入 (2-5) 式 中 的 B(x) ,可 得 


[aya = Filz} = Flai, 
在 上 式 中 令 x=8 ,就 得 到 所 要 证 明 的 公式 (2-4). 
由 上 节 定 积分 的 补充 规定 (2) 可 知 ,(2-4) 式 对 a>b 的 情形 同样 成 立 . 
为 了 方便 起 见 , 以 后 把 (5)-F(a) 记 成 [F(x)]', 于 是 (2-4) 式 又 可 写成 
[ Fx) dx= [ F(z) 1. 
公式 (2-4) 叫 做 牛顿 (Newton) -3 7 JE X ( Leibniz) 公式 ,也 叫做 微 积 分 基 


Q 牛顿 (Isaac Newton,1642 一 1727) 英国 数学 家 .物理 学 家 , 微 积分 的 竟 基 者 . 牛顿 的 微 积分 学 说 
最 早 的 公开 表述 是 在 1687 年 出 版 的 巨著 《自然 哲学 之 数学 原理 》 中 . 

ЖЛЕ JE Ж ( Gottfried Wilhelm Leibniz,1646 一 1716) ”德国 数学 家 , 微 积分 的 另 一 个 奠基 者 . 微 积 分 基本 
定理 的 陈述 最 早出 现在 莱 布 尼 芯 1677 年 的 一 篇 手稿 中 . 
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本 公式 . 这 个 公式 进一步 揭示 了 定 积分 与 被 积 函 数 的 原 函 数 或 不 定 积分 之 间 的 
联系 . 它 表 明 :一 个 连续 函数 在 区 间 [a,b] 上 的 定 积分 等 于 它 的 任 一 个 原 函 数 在 
区 间 [a,5] 上 的 增 量 . 这 就 给 定 积分 提供 了 一 个 有 效 而 简便 的 计算 方法 ,大 大 简 
化 了 定 积分 的 计算 手续 . 


下 面 我 们 举 几 个 应 用 公式 (2-4) 来 计算 定 积分 的 简单 例子 . 
例 1 计算 第 一 节 中 的 定 积分 | dx 
解 ”由 于 本 是 安 的 一 个 原 函数 ,所 以 按 牛 顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ,有 


ИСН 





1 
1+х2 


# ”由 于 arctan х 是 





的 一 个 原 函 数 , 所 以 





p 29: = [arctan x] = агс!ап,/3 -arctan ( -1 ) 
-1 1+x 


из am e 

解 当 x<0 时 ,二 的 一 个 原 函 数 是 Inlx1, 现 在 积分 区 间 是 [ -2,-1] ,所 以 按 
牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 ,有 

f. Z [nlzi ] 1 = 1-ln 2=-ln 2. 

通过 例 3 ,我 们 应 该 特别 注意 :公式 (2-4) 中 的 函数 F(x) 必须 是 f(x) 在 该 
积分 区 间 [a,b] 上 的 原 函 数 . 

例 4 计算 正弦 曲线 y=sin x 在 [0,r] 上 
5 x 轴 所 围 成 的 平面 图 形 (图 5-7) 的 面积 . 


ж ”这 图 形 是 曲 边 梯 形 的 一 个 特例 . 它 的 a 
面积 图 5-7 


4= [sin хіх. 
由 于 -cos x 是 sin х 的 一 个 原 函 数 ,所 以 
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A= f sin хах = [ — cosx]y =-(-1)-(-1)=2. 
15 汽车 以 每 小 时 36 km 速度 在 直道 上 行驶 ,到 某 处 需要 减速 停车 . 设 汽 
车 以 等 加 速度 a=-5 m/s 刹车 . 问 从 开始 刹车 到 停车 ,汽车 驶 过 了 多 少 距离 ? 
解 ” 首 先 要 算出 从 开始 刹车 到 停车 经 过 的 时 间 . 设 开始 刹车 的 时 刻 为 :=0， 


此 时 汽车 速度 


36x1 000 
б = 36 km/h=- 600 m/s=10 m/s. 


刹车 后 汽车 减速 行驶 ,其 速度 为 
v(t)= u +at=10-5t. 
当 汽 车 停 住 时 ,速度 v(1)= 0, 故 从 
0(:) = 10-5:=0 
解 得 
(210-263). 
于 是 在 这 段 时 间 内 ,汽车 所 驶 过 的 距离 为 
s= ЕС = (0 _ 5t)d: = [10-5 =10(m), 


即 在 刹车 后 ,汽车 需 驶 过 10 m 才能 停 住 . 
例 6 证 明 积 分 中 值 定理 :车 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 在 开 区 间 
[Kade = (8) (b-a) (а<ё<Ь). 
证 因 f(x) 连 续 , 故 它 的 原 函 数 存 在 , 设 为 f(x), 即 设 在 [a,b] 上 F'(x)= 
f(x). 根据 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 ,有 
| Хх) = F(b) - F(a). 


显然 函数 F(x) 在 区 间 [a,b] 上 满足 微分 中 值 定理 的 条 件 ,因此 按 微分 中 值 
定理 ,在 开 区 间 (a,b) 内 至 少 存 在 一 点 才 , 使 
F(b)-F(a)=F'(£)(b-a),£e (a,b), 
故 


f fx) dx=/(é) (b-a) ,te (a,b). 


本 例 的 结论 是 上 一 节 所 述 积 分 中 值 定理 的 改进 . 从 本 例 的 证 明 中 不 难看 出 
积分 中 值 定理 与 微分 中 值 定理 的 联系 . 
下 面 再 举 几 个 应 用 公式 (2-2) 的 例子 . 
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例 7 设 作 x) 在 [0,+% ) 内 连续 且 太 zx)>0. 证 明 函 数 


[иода 
Е(х)= CE —— 


[ооа 


在 (0,+%m ) 内 为 单调 增加 函数 . 
证 由 公式 (2-2) ,得 


[ооа = se), ч) siah: 


afla) [f(D a =) [fd 


(| mod i 


М) (x -f(t) dt 


(Гоа) 


按 假 设 , 当 0<i<x BF f(t) >20, (х1) 0) >20, {| 6 所 述 积分 中 值 定理 
可 知 


F'(x)= 


[ош > 0, [е -t)f(t)dt > 0, 
所 以 F'(x)>0 (x>0), 从 而 F(x) 在 (0,+% ) 内 为 单调 增加 函数 . 


e dt 
. cosx 
г BE: 





解 易 知 这 是 一 个 二 型 的 未 定式 ,我 们 利用 洛 必 达 法 则 来 计算 . 分 子 可 写成 


-[ ed, 
它 是 以 cos x 为 上 限 的 积分 ,作为 * 的 函数 可 看 成 是 以 w=cos x 为 中 间 变 量 的 复 
合 函 数 , 故 由 公式 (2-2) 有 
af e” dt = [| е" dt 
s= [аң (она) 


2 
—сов^х 


= е" . ( —sin х) = sin xe 


因此 
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-cos?r 





lim х = lim sin xe _ 1 
= д2 т.о 25 72е 
2] 题 5-2 


1. 试 求 函 数 y= [sin tdt 34 х=0 及 x= 闻 时 的 导数 . 
2. 求 由 参数 表达 式 x= | sin udu,y = [| cos udu 所 确定 的 函数 对 x 的 导数 呈 
3. 求 由 [еш + [соз tdt = 0 所 确定 的 隐 范 数 对 х ТЕ 

0 0 


4. > x 为 何 值 时 ,函数 1(z)= иеге жй? 
5. 计算 下 列 各 导数 : 


d р ара 
== 2 ` 一 一 .` 
(y| Vl +t dt; (2) А А == 





(3) 2 f sos Tt) di. 


6. 证 明 /(x)= [тй {Е[-1,+= ) ЕНШ ЖЖЖ) 700). 


7. 设 /(x) 具 有 三 阶 连续 导数 ,y=f/(x) 的 图 形 如 图 5-8 所 示 . 问 下 列 积分 中 的 哪 一 个 积 
分 值 为 负 ? 


(A) | До) 
(B) утаа 
(c) f "Ga 





(D) f у") 
в. 计算 下 列 各 定 积分 : 











2 
(1) Í (За? -x +1) 4х; (2) Í (2+5) dx; 

0 

9 
(3) Ја); 

1 

Š ах “° dx : 
| ,A (6) Í A 

| 3x + За? +1 Е + 1 
= (8) р HEH a 

> dx = ， 

2085, i: 

ii [с 1+х' (10) f tan bdb 
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an fi sial dai 
0 
2 x+1, xsl, 
(12) | (a) dz, Д) = | Es 
0 > , x > 1. 
9. 设 上 EN,. 试 证 下 列 各 题 : 
(1) f cós Bxdx=0; (2) Г sin ky das Oy 
of соѕ kxdx =+; (4) J sin? kxdx = т. 
10. Ае М,, H k#l. ПЕВ: 


(1) Г cos kxsin хх = 0; (2) | cos kxcos lxdx=0; 


(3) Г зіп kxsin lxdx = 0. 
11. 求 下 列 极限 : 


f cos dt ([ ea) | 





(1) lim— ; (2) lim - 
RS = fiede 
0 
12. & 
z, xe[0,1), 
rof xe[l,2]. 


求 B(x)= [Ddt 在 [0,2] 上 的 表达 式 ,并 讨论 B(x) 在 (0,2) 内 的 连续 性 . 
0 
13. iZ 
A i, О=х=т, 
/(x)=12 
0, х<0 或 x>7T. 
Ж B(x)= [raya (= о, + о) 内 的 表达 式 . 
14. 设 /(%) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,8) 内 可 导 且 f(x) «0, 
Е(х)= [fadt 


x-a 


ПЕВНЕ (а, Б) НЯ F' (x) <0. 





15. Ж Р(х) = [= dr 求 F'(0). 


t 


16. 设 几 xz) 在 [0,+o ) АЖ, Н lim у(х) = 1. 证 明 函 数 


ss [ей 


满足 方程 “Узу=/(х),3ЁЖ lim у(х). 
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第 三 节 ” 定 积分 的 换 元 法 和 分 部 积分 法 


由 上 节 结 果 知道 ,计算 定 积分 |/(x) ds 的 简便 方法 是 把 它 转 化 为 求 /(*) 的 


原 函 数 的 增 量 . 在 第 四 章 中 ,我 们 知道 用 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 可 以 求 出 一 些 
函数 的 原 函 数 . 因此 ,在 一 定 条 件 下 ,可 以 用 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 来 计算 定 
积分 . 下 面 就 来 讨论 定 积分 的 这 两 种 计算 方法 . 


一 、 定 积分 的 换 元 法 


为 了 说 明 如 何 用 换 元 法 来 计算 定 积分 , 先 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 ”假设 函数 /(*) 在 区 间 [ a,b] 上 连续 ,函数 +=p(1) 满足 条 件 : 

(1) ф(а)=а,Ф(8) =; 

(2) Ф(1) Æla B] (或 [8,a]) 上 具有 连续 导数 , 且 其 值 域 R,=[4,5]0， 
则 有 

Ја = лсе 1е7 а. (3-1) 

公式 (3-1) 叫 做 定 积分 的 换 元 公式 . 

证 “由 假设 可 以 知道 ,上 式 两 边 的 被 积 函数 都 是 连续 的 ,因此 不 仅 上 式 两 边 
的 定 积分 都 存在 ,而 且 由 上 节 的 定理 2 知道 ,被 积 函数 的 原 函数 也 都 存在 . 所 以 ， 
(3-1) 式 两 边 的 定 积分 都 可 应 用 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 . 假设 F(x) 是 (x) 的 一 个 
原 函 数 , 则 





| a) ax = Е(Ь) - F(a). 


男 一 方面 , 记 B(t)= F[e(t)] CÆH Р(х) Уу rsp Я & I BR BJ РЕЖ. 由 复合 
函数 求 导 法 则 ,得 
dF dx 


DD)= а) ф' =f Let) le'l). 
这 表明 PUES) le (区 的 一 个 原 函 数 . 因此 有 
те) ес) = Ф(В) - Ф(а). 
XH Ф(1) = Е[Ф(1) 1 ф(а) = а,ф(В) = b 可 知 





D `" e(O ЖИНАЙ R Ж На, 6] ,但 p(1) 满 足 其 余 条 件 时 ,只 要 /(*) 在 R, LER , E ЕЛ 
成 立 . 
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Ф(В)-Ф(«)= F[@(8)]-F[e(e)]=F(b)-F(a). 
所 以 
{f(x)dx =F(b)-F(a)= Ф(В) -Ф(а) 


= Fle ledt 
这 就 证 明了 换 元 公式 l 
在 定 积分 | Sa) dz 中 的 de, 本 来 是 整个 定 积分 记号 中 不 可 分 割 的 一 部 分 ， 
但 由 上 述 定理 可 知 ,在 一 定 条 件 下 , 它 确实 可 以 作为 微分 记号 来 对 待 . 这 就 是 说 ， 
应 用 换 元 公式 时 ,如 果 把 (x) de 中 的 < 换 成 oG) , 则 dx 就 换 成 o" G) ar, k TE 


好 是 x=g(t) 的 微分 dx. 

应 用 换 元 公式 时 有 两 点 值得 注意 :(1) 用 x=e(b0) 把 原来 变量 x 代 换 成 新 变 
量 1 时 ,积分 限 也 要 换 成 相应 于 新 变量 ;的 积分 限 ;(2) 求 出 f[ g(t) Je (bb 的 一 
个 原 函 数 (it) 后 ,不 必 像 计算 不 定 积分 那样 再 要 把 Ф (1) 变换 成 原来 变量 x 的 
函数 ,而 只 要 把 新 变量 1 的 上 \ 下 限 分 别 代 入 @B(t) 中 然后 相 减 就 行 了 . 


例 1 计算 | Vee dx (a>0). 
# 设 x=asin t, W] dx=acos tdt, 
当 x=0 时 , 取 t=0; 当 w=a tt, iS 
于 是 
меа = е оча, = а 1 + cos 21) dt 


2 т 2 
=S fisin "| ‚ amI, 


4 
换 元 公式 也 可 反 过 来 使 用 . 为 使 用 方便 起 见 ,把 换 元 公式 中 左右 两 边 对 调 位 
置 , 同 时 把 t 改 记 为 x*, 而 x 改 记 为 i, 得 


Jf ie) 1070) а = f ayat. 
这 样 ,我 们 可 用 1=p(x) 来 引入 新 变量 4 而 a=p(a) ,B=p(5). 
例 2 计算 fÉ сова хах. 
解 设 !=cosx, 则 d=-sin хіх, H. 


当 x=0 时 ,t=1; 4 x= H ,:=0. 
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于 是 


т ЕИ" 7 Ë 5р, | 5 _ гү" Зар И 
f cos xsin хіх s- |! dt = |! 4; = [s] ， = a: 
在 例 2 中 ,如 果 我 们 不 明显 地 写 出 新 变量 ,那么 定 积分 的 上 、 下 限 就 不 要 变 
更 . 现在 用 这 种 记 法 写 出 计算 过 程 如 下 : 


|в cos xsin хіх = 一 Ѓ соз°х@( соз х) 
0 


совбх] 1 1 1 
-二 


例 3 计算 f sin °x — sin’x dx . 





解 ” 由 于 Vsin x-sin x = Vsinzx(1-sinzx) = шиа + Icos zx! [0,2] E, 
| cos х1 = cos |5) 上 ,lcos х1 = –соѕ Xx, 所 以 


3 
| sin x — sin°x dx -f šin? 2 xcos xd% -f sin? x( — cos х) ах 
2 


я 
т. 3. ç Ж А. š 
=Í sin? xd( sin х) -Í sin? xd( sin x) 
0 т 


Т 


注意 如果 忽略 cos х 在 | 全 ,| 上 非 正 , 而 按 


/ sin x—sin x = Sini anos x 
计算 ,将 导致 错误 . 


例 4 计算 | -==- 





2 
解 Wasa ni 


当 x=0 时 ,t=1; 当 x=4 时 ,1=3. 
于 是 





4 


2 бю 
тате = 1, 
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Ere > 1p/27 1 22 
= [z+] #2 [з 9) (з *%)] == 
{5 证 明 : 


(1) 车 f(x) 在 [ -a,a] 上 连续 且 为 偶 函 数 , 则 
[лоо =2f fr) ar; 
(2) #70) 1 -a,a] 上 连续 且 为 奇 函 数 , 则 
J Kads =0. 





证 因为 
f Kads - лов + | /a 
对 积分 | SC) da 作 代 换 <= -4, 则 得 


[лов [A -dt = (я - 0) sff - х)дх, 
于 是 
[лое = [л жуде + Ја 


` fue кі). 


(1) Æ fO) ра, И 
Кх) +f( -x)= 2f(x) , 
从 而 


f Kaa =2 f(x) аә. 


(2) # f(x) HA РАЖ, 
f(x)+f/(—xz)= 0, 
从 而 


f Kada = 0. 


利用 例 5 的 结论 , 常 可 简化 计算 偶 函 数 . 奇 函数 在 对 称 于 原点 的 区 间 上 的 定 
积分 . 
例 6 设 几 zx) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 : 


(1) [fsin «уйк = [ fleos i 


(2) [с уйе =] Asin х)дх ,由 此 计算 
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[ — dx 
о 1+соѕ x 
证 (1) arst M da = dr, H 
З = Ü =a = 1 == 
4 х=0 时,t э} = zt 0. 
于 是 
E гла 
| Asin x)dx = 一 JAg _ ) | dt 


= 
2 


= [eos t)dt = | f(cos x)dx. 
(2) Z х=т-:,Д dx=-dt, H. 
当 x*=0 时 ,上 =T; 4 х=т 时 ,t=0. 


于 是 
[моћ куах =- Jf -)/[вїп(т - t) ]dt 
= | г) (вів t) dt 
== f f(sin t) dt - f Asin БҮ? 
== | (sin z) dw = [ж\з xy) dx; 
所 以 
J sih аў И z айй x) dx, 
利用 上 述 结论 , 即 得 
人 


= 本 arctan( cos х) ] 7 

т T T т? 
кз ишш. 
例 7 设 几 x) 是 连续 的 周期 函数 ,周期 为 了 ,证 明 : 


а) [уа = ров; 
(2) дах =n] Ax)dx (n e N) ,由 此 计算 
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e + sin 2x dx. 
证 (1) Фа) = [| Aade, 


d'(a) = [S Kods а о] ' -fla +T) - f(a) = 0, 
ЖЯ Ф(а)5 a LR, А Ф(а) = Ф(0), ВП 
| Kada = Гус в 


(2) [лое = ОТ 知 


a+kT+T 


J Kads = русо, 
因此 
[лов = пус). 
由 于 V1 + sin 2x 是 以 下 为 周期 的 周期 函数 ,利用 上 述 结 论 ,有 
| A + sin ахах = nf VI + sin dx = 中 1 


=V2n| sin (x + >) СЕНЕК 





0 
=/Znf | sin 21 dt = /2n | sin tdt = 2,/2 n. 
0 0 
2 


К 2 x 
例 8 计算 | —— узу” 


解 е -3e+3=[ z - 3) 3а 3. = Уапи (Iul < Z) , 则 


2 
(х? – 3х +3)? = (еси) = Э бш, dw = VŽ себи. 


16 


"x =0 时 心 =- 了 ;zx=3 时 必 = 了 本. 


于 是 


2 
3⁄3 A . 1 Beos udu 


3 x з 3 
—— > dr= (2 2 — >: — 
Ке =c ega ra Г д ол + o апа 
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47, 5 7 4 7 
=— +3 du = 一 | (2 + 2u)d 
zh (sin ш cos и) аи 可 ( cos 2u)du 


4 3 BT 
= —|2u + —sin 2u = 一 一 +1 
ет 
019 设 函 数 
1 
/(х) = /1+cos х’ йын 
xe, х>0, 


计算 Je - 2)dx . 


解 ig x-2=1, Jl] dx=dż, Н. 
当 x=1 时 ,上 =-1; 当 x=4 时 ,t=2. 


于 是 
fr -wef goaf т + [е^ 


= [tan 可 | š = >=] ЕТ > +>: 
二 、 定 积分 的 分 部 积分 法 


依据 不 定 积分 的 分 部 积分 法 ,可 得 
=G) (z) = 195609 i 


b 


= [u(a)>(z) = ЈС) ш С) аа] 


= (иба) (ж) -v(x)u'(x) dr, (3-2) 
[оа = [us]: – Гои I 
[ча = [и] — [ оа. 
公式 (3-2) 叫 做 定 积 分 的 分 部 积分 公式 . ARK ВН ра Et Z ШИИБ? 


可 以 先 用 上 、 下 限 代 人 ， 
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例 10 计算 J aresin хіх . 
0 





1 
„=. 1 
2 са 3 
ә Р 2 х 
解 | arcsin хіх = [xarcsin x] 一 | dx 
0 0 0 


例 11 计算 [ Fa. 


解 ” 先 用 换 元 法 . 令 Vx =t, W х= ,dx=2tdt, R. 
当 x=0 时 ,t=0; 当 x=1 时 ,t=1. 
于 是 
[еа = [е = 2[4(е') =2([te']}- f e'di ) 
= 2(е-[е'],)=2[е-(е-1)]=2. 
例 12 证 明定 积分 公式 ( 见 附录 IV 积分 表 公 式 147). 








I. = i in” dx = i” P d 
Í sin x I J соз x х) 
п-1 n-3 3 1 т , 
m mo O a TARR 
]n-1 n- 2 
аЗ, 04.2 n ARFI WERA. 
n n-2 5 3 
证 1.=- | іп" cos x) 
0 


= [ — cos аад? + (п 一 1) шт сов' ах Р 
右 端 第 一 项 等 于 零 ;将 第 二 项 里 的 совг 写成 1-sin x, 并 把 积分 分 成 两 个 ,得 
L =(n-1) [i sin'ad = (n — 1) | sixa 


= (п-1)1,,-(п-1)1,, 
由 此 得 


这 个 等 式 叫做 积分 1, 关 于 下 标的 递 推 公式 . 
WRH n 换 成 n-2, 那 么 得 
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n—3 
1 =a: 
同样 地 依次 进行 下 去 ,直到 1, 的 下 标 递减 到 0 或 1 为 止 .于 是 ， 
p -2т=—1.?2т-3,,,‚5,3 1, 
m= 2m `2т-2 6 4 2” 
2m 2т-2 6 4 2 
Е ЖЕ 3 ЫЕ 
而 
£ +. 
h= | а=, I, = [sin zdz =1 , 
因此 
1 -2m1 .2m-3 .4 .3 .3 .1 m 
2 Im '2т-2 6 4 2 2° 
2m 2m-2 6 4 2 
= 2m+l 2m-1 nya тед) 


至 于 定 积分 [| cos'xdx 5 меха 相等 ,由 本 节 例 6(1) 即 可 知道 ,证 毕 . 


习 题 5-3 











1. 计算 下 列 定 积分 : 

T) dy: l йй ш, 
со (е +5) а: Oyu a sassa 
(3) fi sin pecossopdp ; (4) [а = віп'ө) 0 ; 

=. z 
(5) | сов'ийи; (в) f М? – х^ dx; 

Е o 

AE = + 
ое Vea; (8) f, “ы; 

47 оок 

a i dx 
(9) f = Va -x dx (a > 0); ao) f í — 

0 t w Al + х? 

1 dx dx 
11 = ; 12 ; 

t |. RT \ ¿pas 


Ja 
dO = 


а — 


t dx 
13) = = —=—ӊ 
| ІА „1 = х -1 
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1 2 
(15) [е т; 


(17) f (x + 2)dx . 


2x + 2x + 2 


(19) j x sin хіх; 


L 4 2 
(21) {* (arsin а) фе 
72 


МЛ 


(23) ў. cos xcos 2xdx; 
a 


(25) f Vl + cos 2xdx ; 


2. HS) Ela, b] Еа, WEH : 


(16) е? ах 
J. x/l+]nx 
З ах 
18) | 一 一 一 一 ; 
| Z -2x + 2)° 


(20) f’ „4cos*odo; 
737 


5 з. 2 
х sin x 





(22) Í ах; 


4 2 
-sx +20 +1 


(24) = Veos x — cos zx dx; 
"E, 


(26) |” I sin (е +1) 1 de. 


лов = [^а +b -x)dx, 


1 1 
š = 4 
з. 证 明 : бу = 2 


1+2 l+: 








(x > 0). 


4. 证 明 : "(1 —x)"dx = [а -x)"dx (m,n e М). 
5. f) [0,1] Е , neZ, WEH: 


Гл sina |) ds = Гл esse l yas s [Asin худе. 
з" з" P 


6. Ж: f( t) 是 连续 的 奇 函 数 ,证 明 оз в: 20) 是 连续 的 偶 函 数 ,证 明 


Jaya B am. 


7. 计算 下 列 定 积分 : 
(1) [хеч 


2т 
(3) | tsin юй (о 为 常数 ) ; 


(sy f Tas: 
1 yx 


(7) f? cos хах; 
(9) [хаш x) dx; 


ai) f, | In # | dx; 


(13) J, = [xsin"xdx (т e М,). 


(2) [ln РЕР 
I 

(4) J — dx; 
Z= sin x 
1 

(6) | xarctan хіх; 
0 
2 

(8) [| aogzdz; 
1 


(10) Гена х) ах; 


(12) fa -x° )7d< (m e N,); 
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第 四 节 反常 积分 


在 一 些 实际 问题 中 ,常会 遇 到 积分 区 间 为 无 穷 区 间 ,或 者 被 积 函数 为 无 界 函 
数 的 积分 ,它们 已 经 不 属于 前 面 所 说 的 定 积 分 了 . 因此 ,我 们 对 定 积分 作 如 下 两 
种 推广 ,从 而 形成 反常 积分 的 概念 . 


一 、 无穷 限 的 反常 积分 


BRASEM a, +o ) 上 连续 , 任 取 +>a, 作 定 积分 | /(*)dx ,再 求 
极限 : 
lim ла), (4-1) 
这 个 对 变 上 限定 积分 的 算式 (4-1) 称 为 函数 /(x) 在 无 穷 区 间 [a,+w ) 上 的 反常 
积分 , 记 为 | (x)dx , 妈 


[л = lim | Kaodr， (4-1') 


根据 算式 (4-1) 的 结果 是 否 存在 ,可 引入 反常 积分 f Kada 收敛 与 发 散 


的 定义 如 下 : 
定义 1 (1) 设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,+% ) 上 连续 ,如 果 极 限 (4-1) 存 在 , 那 


么 称 反常 积分 | ло) 收敛 ,并 称 此 极限 为 该 反常 积分 的 值 ; 如 果 极 限 (4-1) 
不 存在 ,那么 称 反常 积分 | 7(x) dx ай. 
类 似 地 , 设 函 数 f(x) 在 区 间 ( -wm ,6] 上 连续 , 任 取 гЬ, E 
lim | f(x)dx (4-2) 
称 为 画 数 /(x) 在 无 穷 区 间 (-% ,6] 上 的 反常 积 分 , 记 为 A) de, Bp 


| f(x)dx = lim KOLS (4-2') 


于 是 有 
(2) ERASO ERE -o ,b] 上 连续 ,如 果 极限 (4-2) 存 在 ,那么 称 反 常 


积分 | _/(*) dx 收敛 ,并 称 此 极限 为 该 反常 积分 的 值 ;如 果 极 限 (4-2) 不 存在 ， 
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那么 称 反常 积分 | лозя. 
设 函数 /(*) 在 区 间 ( ~- ,+w ) 上 连续 ,反常 积分 | Aade 与 反常 积分 
[| A(x) dx 之 和 称 为 丽 数 /(x*) 丰 无 究 区 间 (-% ,+%) 上 的 反 党 积分, 记 为 
[лахв 
[ла [Жо + f(x) dx. (4-3) 
(3) 设 函数 fx) 在 区 间 ( -% ,+w ) 上 和 连续 ,如 果 反 常 积分 | /(*)dx 与 反 
常 积分 | уо) 均 收 伍 ,那么 称 反常 积分 | (xz)dx 收敛 ,并 称 反常 积分 
| az 的 值 与 反常 积 分 |“ Aod 的 值 之 和 为 反常 积分 | Sa) de 的 值 , 否 


则 就 称 反常 积分 | Sa) dx 发 散 


上 述 反 常 积分 统称 为 无 穷 限 的 反常 积分 . 
由 上 述 定义 及 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 ,可 得 如 下 结果 : 
设 F(x) 为 /(*) 在 [a,+wm ) 上 的 一 个 原 函 数 , 若 lim F(x) 存 在 , 则 反常 积分 


| fs) ae = lim Р(х) - F(a); 
# lim F(x) 不 存在 , 则 反常 积分 | (Oa) dx 发 散 
若 记 F(+m )= lim F(x) ГЕС) 17 =Е(+® )-F(a) WFC + ) 存 在 时 ， 
Ја = ес) 
当 F(+%m ) 不 存在 时 ,反常 积分 | /A(x) dx ЖШ. 


类 似 地 ,车 在 (-%w b] E Рк) f(x) „АЧ FC ) 存 在 时 ， 
f Kade = [F(2) 12; 


当 F(-% ) 不 存在 时 ,反常 积分 | а) de ЖЖ. 
车 在 (-% ,+m ) 内 F(x)=f(x), 则 当下 (-wm) 与 F(+% ) 都 存在 时 ， 
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жһа ERI 


[ла = СРС) 112; 


当 F(=) t Е(+® ) 有 一 个 不 存在 时 ,反常 积分 |” (a) ax BR. 


dx 
1 + x° 





例 1 计算 反常 积分 | 





# {ты 


5 =[ arctan х ] 2 = lim arctan x- lim arctan х 
х—++= х—+-® 


ЕБ 


这 个 反常 积分 值 的 几何 意义 是 : 当 
a——e 0 一 +o 时 ,虽然 图 5-9 中 阴影 部 分 向 
左右 无 限 延伸 ,但 其 面积 却 有 极限 值 =. 简单 


地 说 , 它 是 位 于 曲线 у= FR e N EJ 
的 图 形 面积 . 
例 2 计算 反常 积分 [, te "dz, 其 中 p 是 常数 , 且 p > 0. 


解 f teat = [јет] E = |- ace] s. 


1 





5-9 


= [== "+ > е" | 
р a=]: 


ыа итге" — 0 -Lio - 1) sd 
pises p p 
注意 ,上 式 中 的 极限 im re” 是 未 定式 ,可 用 洛 必 达 法 则 确定 ， 
йз 证 明 反常 积分 | (a>0) 当 p>1 时 收 伊 , 当 p<1 时 发 散 . 
证 当 p=1 时， 
Гв Г emsa esse, 


х? 


`4 pZ1 时 ， 





T ха Tl. Е 


+ 258 。 





ЫЧ рото БЕ SUP SER M р<1 时 ,这 反常 积分 发 散 


二 、 无 界 函 数 的 反常 积分 


现在 我 们 把 定 积分 推广 到 被 积 函 数 为 无 界 函数 的 情形 . 
如 果 函 数 f(x) ER a 的 任 一 邻 域内 都 无 界 , 那 么 点 a 称 为 函数 f(x) ELA 
(也 称 为 无 界 间断 点 ). ЖЕ О БЕ КИЛУ Ж ЙЫЛ. 


— 


BRM SERM (а,Ь ERE, д a 28 f(x) В. 任 取 +>a, 作 定 积分 
| G) dx ,再 求 极限 


lim f f(x)dx 3 (4-4) 
这 个 对 变 下 限 的 定 积分 求 极限 的 算式 (4-4) 称 为 函数 人 (x) E PCI (a b) Ей E 
常 积分 ,仍然 记 为 | а) ах, Вр 


|o) = lim f (a) 4 (4-4') 


根据 算式 (4-4) 的 结果 是 否 存在 ,可 引入 反常 积 分 | /(x) dx асе ЖК 


定义 如 下 : 
定义 2 (1) RRR Ax) Е (а,Ь) EER, A a Afa) А, MRR 


限 (4-4) 存 在 ,那么 称 反常 积分 | /(*) dx 收敛 ,并 称 此 极限 为 该 反常 积分 的 值 


如 果 极限 (4-4) 不 存在 ,那么 称 反常 积分 | f(x) dx 发 散 . 


KM, ARS EKE a,b) EER, A b (х) WEA. ER <b, 
算式 


limf f(x) da (4-5) 
称 为 函数 f(x) 在 区 间 [a,5) 上 的 反常 积分 ,仍然 记 为 Јо , 即 


ов = tim дая. (4-5') 


于 是 有 
(2) 设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,b) 上 连续 ,点 5 为 f(x) 的 瑕 点 ,如 果 极限 (4-5) 


存在 ,那么 称 反常 积分 | /(*) ds 收敛 ,并 称 此 极限 为 该 反常 积分 的 值 ;如 果 极限 
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(4-5) 不 存在 ,那么 称 反常 积分 | AC) de ав. 
设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,c) 及 区 间 (c,6] 上 连续 ,点 < 39 f(x) WE 反常 积分 
[о dr 与 反常 积分 | G) dx 之 和 称 为 函数 (x) 在 区 间 [a,5] 上 的 反常 积分 ,仍然 


记 为 лов , 即 


[| Хх) = | f(x) dx + уа. (4-6) 
(3) RERO Е Га, с) E Z (с,Ь] ЕЖЕ, c (х) HEA. 如 
RERBA Гло 与 反常 积分 [доа kek. ЯБА SE ЖА |f) dx 


We. ERRER |S) dx 的 值 与 反常 积分 |/(*) dx 的 值 之 和 为 反常 积分 


Гас 的 值 ;否则 ,就 称 反常 积分 | oas ЖШ. 


计算 无 界 函 数 的 反常 积分 ,也 可 借助 于 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 . 
Ё хта № fx) WER (а,Ь) E F'(z)=f(x), ША BR lim F (<) FETE , Jl; 


么 反常 积分 
| fax = F(b) - а Р(х) = F(b) - F(a’); 


如 果 lim F(z) 不 存在 ,那么 反常 积分 | (z) ах ЖШ. 
我 们 仍 用 记号 [ P(x) ]* 来 表示 РСВ) Са?) ,从 而 形式 上 仍 有 
| a) ax = [ F(a) 2. 


对 于 f(x) 在 [a,b) 上 连续 ,6 ЖИЫ БЕ Ж ЖАЛ, DARM ДК k l 
不 再 详 述 . 
例 4 计算 反常 积分 


f de _ ¿a > Oy. 











E ”因为 
lim = +o 
= a -x 
所 以 点 & 是 瑕 点 ,于 是 
= = | arcsin =] ; = limarcsin = -0= = 
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这 个 反常 积分 值 的 几何 意义 是 :位 于 曲线 y= у 





==. x 轴 之 上 ,直线 *=0 Уу x =a 之 间 的 图 形 面 
积 ( 图 5-10). 


例 5 讨论 反常 积分 | TE 的 收敛 性 т 


E КЛА (х) = 方 在 积分 区 间 [ -1 ,1] 上 除 x= o 





0 外 连续 , 且 lim 广 =%. 由 于 
= z Z 


即 反常 积分 | W.P т]. 95 зей. 
ЖЖ ШИТ х0 是 被 积 函数 的 瑕 点 ,就 会 得 到 以 下 的 错误 结果 


| %=[- 1), у = ОТ 7 


例 6 证 明 反 常 积分 | 一旦 - 34 0<q<1 时 收敛, 当 9>>1 时 发 散 . 
证 当 g=1 时 ， 











b b Š 
TE. Е =[in(x-a)], 


ax- a 
=]n(b —a) – limln(x — a) =+ œ. 


当 q=1 В, 





[ dx _ аар l сз ы 
a (x — а)" 1-4 А 
пера 


因此 , 当 0<g<1 时 ,这 反常 积分 收敛 ,其 值 为 -一 = "оң а> 时 ,这 反常 积 
分 发 散 . 
设 有 反常 积分 | fa) da, ДН (z) 在 开 区 间 (a,b) 内 连续 ,a 可 以 是 - o ,b 


可 以 是 + wm ,a 也 可 以 是 用 x) 的 瑕 点 . 对 于 这 样 的 反常 积分 ,在 另 加 换 元 函数 
单调 的 假定 下 ,可 以 像 定 积分 一 ША 


例 7 求 反常 积分 | 
0 x(x + 
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# ”这 里 ,积分 上 限 为 +w , 且 下 限 x=0 为 被 积 函 数 的 瑕 点 . 
Ax =t, I] =t ,x—0* hj 10 ,x 一 +wm 时 和 +o .于 是 
2tdt w IN dt 


dx ог 70 
J, == `], 102 +1)? Е (2 + 122 ` 


再 令 ¿=tan и, u=arctan t,t=0 Bf u=0,t— +e 时 иэ 于 是 








sec wdu 三 =2| cos udu = 2. 
0 


| Дату” Jk sec'u 











本 例如 用 变 一 =t, 计 算 会 更 简单 些 ,读者 可 自行 解 之 . 
2] Юй 5-4 
1. 判定 下 列 各 反常 积分 的 收敛 性 ,如 果 收 义 ,计算 反常 积分 的 值 : 
+= dx += dx 
(1) =i (2) == 
he | 
of ег еба wf, (1 +x)(1 жа). 
十 四 А +% dx А 
(5) | e”'sin wtdt (p > 0,о > 0); “| а. 
7 ! xdx ; dx = 
( a ш ws 
o) f =в ао) f —— 一 一. 
2. TELI в P P у 一 一 一 收敛? "4k АИ, ЛУ ЖЕК? X 3 k 


为 何 值 时 ,这 反常 积分 取得 最 小 值 ? 
з. 利用 递 推 公式 计算 反常 积分 三 = Ја (m e N). 


4. 计算 反常 积分 f, In wd. 


“第 五 节 ”反常 积分 的 审 敛 法 T 函数 


反常 积分 的 收敛 性 ,可 以 通过 求 被 积 函 数 的 原 函 数 ,然后 按 定义 取 极 限 , 根 
据 极 限 的 存在 与 否 来 判定 . 本 节 中 我 们 来 建立 不 通过 被 积 函数 的 原 函 数 判定 反 
常 积分 收敛 性 的 判定 法 . 
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一 、 无 穷 限 反常 积分 的 审 剑 法 


定理 1 RAÄ 1 8 a, +o ) 上 连续 , 且 f(x) >0. 若 函 数 
Е(х)= [доа 


在 [a,+m ) 上 有 上 界 , 则 反常 积分 | f(x) dx ай. 


事实 上 ,因为 用 x) 宇 0,F(%) 在 [a,+% ) 上 单调 增加 ,又 Е(х) Ela, +œ) E 
AER, Е(х) Ela, +o ) 上 是 单调 有 界 的 函数 . 按照 “La,+% ) 上 的 单调 有 界 
函数 F(x) 必 有 极限 lim F(x)" 的 准则 ,就 可 知道 极限 


lim [хое 


存在 , 即 反 常 积分 | Kod 收敛 


根据 定理 1, 对 于 非 负 函 数 的 无 穷 限 的 反常 积分 ,有 以 下 的 比较 审 伍 原理: 
定理 2( 比 较 审 剑 原 理 ) RARS), ga) ЕБ Ва, +o ) 上 连续 . 如 果 


O</(z)<zg(x) (а<х<+о=) ‚+в | se(z)dz 收 分, 那么 | (zx)dz 也 收敛 ; 如 
果 0<g(x) </(х) (але), ЖЕ | g(x) dx 发散 ,那么 | f(x)dx 也 发散 
证 Hazro, M O</(z) <к(«)Ж | аб) 收敛 ,得 


[лое < [с0а < [| ко). 
这 表明 作为 积分 上 限 4 的 函数 
Е(ї)= [Kad 
在 [a,+w ) 上 有 上 界 . 由 定理 1 即 知 反常 积分 | ` (x) dx Ikon. 

ШЖ 0<к(х) Sfx), E |” z(z)dx 发 散 ,那么 | A(x) ds 必定 发 散 . 因为 
ш уа) dx 收敛 ,由 定理 的 第 一 部 分 即 知 |” z(x)dx 也 收敛 ,这 与 假设 相 
矛盾 . 证 毕 . 

由 上 节 例 3 知道 ,反常 积分 |” бк (а>0) эң рэт 时 收敛 , 当 P<1 时 发 散 . 


p 
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此 , 取 в0)= 5, (4>0) ,立即 可 得 下 面 的 反常 积分 的 比较 审 伍 法 . 
定理 3( 比较 审 敛 法 1) AAS) 在 区 间 [ 4a,+% ) (a>0) 上 连续 , 且 
f(x) 20. 如 果 存 在 常数 M>0 及 p>1 ,使 得 f(x) < (a<x<+= ) ,那么 反常 积分 


| Gaz 收敛 ;如 果 存 在 常数 V>0 ,使 得 /(z) > (аске), АБ ЖЯ 


分 | Aade жй. 





例 1 判定 反常 积分 | 的 收敛 性 . 


Pa 
解 由 于 
1 1 1 
0< <з 455 
Vx +1 n x 
根据 比较 审 敛 法 1 ,这 个 反常 积分 收敛. 
以 比较 审 伍 法 1 为 基础 ,可 以 得 到 在 应 用 上 较为 方便 的 极限 审 敛 法 . 
定理 4( 极 限 审 剑 法 1) ” 设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,+% ) 上 连续 , 且 f(x) 宇 0. 如 果 


存在 常数 p>1, 使 得 lim (х) сно ,那么 ,反常 积分 | f(x)dx 收敛 ;如 果 





lim xf(x)= d>0 (或 lim xf(x)= +œ ) ,那么 反常 积分 J: f(x) dx 发 散 . 


证 由 假设 limx"f(x)=c (p>1). 根据 极限 的 定义 ,存在 充分 大 的 x, (x, > 
a,x, >0), %4 x>x I}, VA 
lx’ f(x) -с1<1, 
由 此 得 
О<х'/(х)<1+с. 


令 1+c=M>0, 于 是 在 区 间 x, <x<+o 内 不 等 式 0</(x) < 入 成 立 . 由 比较 审 伍 法 1 
知 | уса) ах 收敛 ,而 
[хо š lim Í f(x) аа = lim [ [ f(x) dx + j f(x) da] 


= [ea + tim л = [бё + свн, 
故 反常 积分 
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| ax 
收敛 . 
如 果 lim xf(z)= d>0 (或 +% ) ,那么 存在 充分 大 的 ху, Ча 
Ixf(x)—d! <4, 
由 此 得 
d 
xf( x) >: 


( 当 lim af(x)= +o 时 ,可 取 任意 正 数 作为 地 Kai =N>0, 于 是 在 区 间 x,<x<+% 


内 不 等 式 f(x) > 全 成立. 根据 比较 审 敛 法 1 af “(x) dx 发 散 ,从 而 反常 积分 











[| as gtt 
dx 
例 2 判定 反常 积分 的 收敛 性 . 
L E хуй + х? 
# 由 于 
lim x = lim =1, 
— += x 1+х —+ 1 1 


ЖИК BR +H SOA 1, 知 所 给 反 常 积分 收 全 








例 3 判定 反常 积分 | -dx КО. 

й ”由 于 
lim x 二 -= lim 二 =+oo ， 
Se [жа сте 


根据 极限 审 敛 法 1, 知 所 给 反常 积分 发 散 
йз 判定 反常 积分 | eren a, 的 收敛 性 
解 由 于 


А агсіап х 
lim x 一 一 


x—> +0 


根据 极限 审 敛 法 1, 知 所 给 反常 积分 发 散 . 
假定 反常 积分 的 被 积 函数 在 所 讨论 的 区 间 上 可 取 正 值 也 可 取 负 值 ,对 于 这 
类 反常 积分 的 收敛 性 ,有 如 下 的 结论 : 


\ т 
= lim arctan х= ——, 
x— + 2 
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定理 5 设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,+% ) 上 连续 . 如 果 反 常 积 分 
g If(x) ldx 
收敛 ,那么 反常 积分 


хоё 
也 收敛 . 


证 S еб) = (f(x) +1009) 1). 于 是 e(x)>0,Be(x) < f(x), 


[ә сак, васе ао а 即 知 | o (x) dx 也 收敛. 但 (а) = 
2ф(х) -IA(x) 1, 因 此 
Ñ /\х)йх=2 [| ` e (=) dx— J” TAI” 


可 见 反 常 积分 | f(x) da 是 两 个 收 全 的 反常 积分 的 差 , 因 此 它 是 收敛 的 , WEE. 
通常 称 满足 定理 5 条 件 的 反常 积分 | f(x) dx 绝对 收敛 . 于 是 ,定理 5 可 简 
单 地 表达 为 :绝对 收敛 的 反常 积分 | S) dx 必定 收敛 
例 5 判定 反常 积分 | e “sin bxdx (a 必 都 是 常数 , 且 a>0) 的 收敛 性 . 
解 因为 le sin belce, f e “dx 收敛 ,根据 比较 审 化 法 1 ,反常 积分 


i le “sin bx lda 收敛 . 由 定理 5 可 知 所 给 反常 积分 收敛 . 


二 、 无 界 函 数 的 反常 积分 的 审 伍 法 


对 于 无 界 函 数 的 反常 积分 ,也 有 类 似 的 审 敛 法 . 
由 上 节 例 6 知道 ,反常 积分 

「 dx 

a (x — а)" 


4 q<1 时 收敛 , 当 9>=1 时 发 散 . 于 是 ,与 定理 3. 定理 4 类 似 可 得 如 下 两 个 
审 剑 法 : 

定理 6( 比 较 审 剑 法 2) Ш (х) Е 8 a,b] БЕ, А /(х) >0,х=а 
AS HBA. 如 果 存 在 常数 М>0 及 g<1 ,使 得 
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Ка) ay М (a<x<b), 
х-а 


)' 
那么 反常 积分 | (x) ds 收敛 ;如 果 存 在 常数 V>0 ,使 得 


Hajat баек). 
х-а 


那么 反常 积分 | (u) dx 发 散 . 
定理 7( 极 限 审 伍 法 2) “ 设 函 数 /xz) 在 区 间 (o,b] 上 连续 , 且 x) >0,x=a 
为 Kx) Яй. 如 果 存 在 常数 0<g<1 ,使 得 
lim(x—a)'f(x) 


存在 ,那么 反常 积分 | /(*) ax Ж ш 
lim (x-a)f(x)= d>0 (或 lim (х-а)/(х) = +=), 


那么 反常 积分 | /xz) dx ЖШ. 


йв 判定 反常 积分 | je 的 收 全 性 


x 


解 ” 这 里 *=1 是 被 积 函 数 的 瑕 点 . 由 洛 必 达 法 则 知 


hat) li 0, 
yl+ lnx st l 


根据 极限 审 敛 法 2, 所 给 反常 积分 发 散 . 
例 7 判定 椭圆 积分 
dx 











f (k?<1) 
о (1 -x )(1 - х?) 
的 收敛 性 . 
解 ” 这 里 x=1 是 被 积 函 数 的 瑕 点 . 由 于 
pen OE ЖЕНЕШЕ НИ АИИ ЛАНЫ ИН 
= JO- ) (1-а) (+x) (1-0) V2(1-k) 


根据 极限 审 剑 法 2, 所 给 反常 积分 收敛 . 
对 于 无 界 函 数 的 反常 积分 , 当 被 积 函数 在 所 讨论 的 区 间 上 可 取 正 值 也 可 取 
负 值 时 ,有 与 定理 5 相 类 似 的 结论 ,在 此 不 再 详 述 . 


例 8 判定 反常 积分 [mn Tax tü Bey. 
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解 因为 | 六 sm 二 | < 上 ЯКЕ АИ 
f r= — dx 收敛 ,从 而 反常 积分 J. se" Lar шк. 
=. T m š3⁄ 


下 面 介绍 在 理论 上 和 应 用 上 都 有 重要 意义 的 工 函数 . 这 函数 的 定义 是 





г(зў= | ах (850. (5-1) 
首先 讨论 (5-1) 式 右 端 积分 的 收敛 性 问题 . 这 个 积分 的 积分 区 间 为 无 穷 ,又 
当 s-1<0 时 x=0 是 被 积 范 数 的 甫 点 . 为 此 ,分 别 讨论 下 列 两 个 积分 
n=| ex dx, n=| ex dx 
的 收敛 性 . 
先 讨论 11. 4 s>1 时 ,Li 是 定 积分 ; 当 0<s<l 时 ,因为 
н si 6! 1 
е *ж =—— P 


而 1-s<1 ,根据 比较 审 敛 法 2, 反常 积分 厂 收 敛 . 
再 讨论 hL. 因为 


s+1 T(s) 
x 一 = 0 ， 
e 





lim x + (ех) = lim 
ҖЕ БЕН ЖЕ 1 ,7 也 收敛 . 

由 以 上 讨论 即 得 反常 积分 |” ex dx 对 з>0 均 收 
Ж. Г 函数 的 图 形 如 图 5-11 所 示 . O 123 5 
其 次 讨论 函数 的 几 个 重要 性 质 . 图 5-11 
1. WAR T(s+1)=sT(s) (s>0). 

证 ”应 用 分 部 积分 法 ,有 


Г(з+1)= 5 ебе f x'd(e*) 


4 
3 
2 
1 


=[-x'e |]o +s 三 ex 'dx=sT(s), 
其 中 lim x'e =0 可 由 洛 必 达 法 则 求 得 
显然 ,T(1)= ü e*dx=1. 
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“第 五 节 БЕЙЛЕ ГЕ 





反复 运用 递 推 公式 , 便 有 
Г(2)=1-Г(1)=1, 
Г(3)=2+Г(2)=2!, 
T(4)=3.T(3)=31， 


一 般 地 ,对 任何 正 整数 nn, 有 
Г(п+1)=п!, 
所 以 ,我 们 可 以 把 工 函数 看 成 是 阶乘 的 推广 ， 
2. 4 :一 0 时 ,T(s) 一 +oo . 
证 因为 


гг) rD 


,T(1)=1 
FELL 0, Г(5) + O. 

3. Г(ғ)Г(1-в)= 

ANARAD TEREE 


- s Ln, 由 余 元 公式 可 得 





4. 在 FT(s)= | ех”! ах 中 , 作 代 换 x=w ,有 
T'(s) = 2 aa. (5-2) 


再 令 2s-1=t 或 ;= 一 一 “, 即 有 


+% 


ү 


上 式 左 端 是 实际 应 用 中 常见 的 积分 , 它 的 值 可 以 通过 上 式 用 工 函数 计算 出 来 . 
在 (5-2) 中 , 令 s= 


ё = (57) (12-1). 


2 |” г) =/=. 
从 而 





© T 函数 在 s>0 时 连续 . 
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上 式 左 端的 积分 是 在 概率 论 中 常用 的 积分 . 














"3 5-5 

1. 判定 下 列 反常 积分 的 收敛 性 : 

жа ,2 
wf, ый Df ET 

= 1] ах 
of ар Кш, ©], aiana 
(5) A а ti с Дс 
a sj. — (8) 人 == 


2 йй у) dz 收敛 ,证 明 反 常 积分 |“ Das хий. 
з. 用工 函数 表示 下 列 积分 ,并 指出 这 些 积分 的 收敛 范围 : 
G) f ede (n>0); (2) f (+ =) "ал; 


(3) L x"e™ dx (n#0). 





4、 证 明 (269) Е Sa = (2%-1)у/т 其 中 keN.. 


5. 证 明 以 下 各 式 ( 其 中 neN,): 


(1)2-+4-6+-—-+2һ=2*Г(п+1); (2) 123.5... (27-1) Lm, 


2" T(n) ; 





(3) М2) = 2°“ Г(л)Г( пз) ( 勒 让 德 (Legendre) 信 量 公式 ). 


总 习题 五 


1. 填空 : 
(1) 函数 f(x) 在 [a,5b] 上 有 界 是 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 的 条 件 , 而 f(x) 在 [a,6b] 
TERES) Ela, b] ETR 条 件 ; 


(2) 对 [a,+% ) 上 非 负 、 连 续 的 函数 f(x) , 它 的 变 上 限 积分 оаа, + ) 上 有 界 


是 反常 积分 | лоас 收敛 的 条 件 ; 
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总 习题 五 





03) 绝对 收敛 的 反常 积分 | AC) dx 一定 
(4) 函数 /(x) 在 [a,5] 上 有 定义 且 1f(x) 1 在 [a,6] 上 可 积 ,此 时 积分 Гоа 
存在 . 
(5) 设 函 数 /(x) 连续 ML |е) = 
s , dx 而 
2， 以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 


4 





(1) 设 7= | dz, 则 估计 /了 值 的 大 致 范围 为 (  ); 
0 +x 
=? /2 erel 
(А) бг (B) 0 <1<5 
(C) - <<! (D) [>1 


(2) 设 (x) 是 连续 函数 /(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 必 有 ( ). 
(A) F(x) B PR 3k = f(x) а 

(В) Р(х) аў р е (х) РАЯ 

(С) F(x) 是 周期 函数 co/(x) 是 周期 函数 

(D) F(x) 是 单调 函数 =/(x) 是 单调 函数 

3. 回答 下 列 问题 : 


(1) RRMA) B CEK La, b] EERS) ах) M f UC) - g(x)]dx 在 
几何 上 表示 什么 ? 

(2) RESER a,b] вав ELA) >0, | af?) de 在 几何 上 表示 什么 ? 

(з) 如 果 在 时 刻 ! 以 g(1) 的 流量 (单位 时 间 内 流 过 的 流体 的 体积 或 质量 ) 向 一 水 池 注 
水 ,那么 (中 由 表示 什么 ? 


(4) 如 果 某 国人 口 增长 的 速率 为 u(1) ,那么 [оа 表示 什么 ? 


(5) 如 果 一 公司 经 营 革 种 产品 的 边际 利润 函数 为 P'O) ,那么 | Pade 表示 什么 ? 
.4 利用 定 积 分 的 定义 计算 下 列 极限 ， 


Р Ре? 
(CD lm 六 i; (2) 的: 
这 ы са 


5. 求 下 列 极限 : 


(пуа r ло), Да) ИВ: 02) li 下 二 一 


6. 下 列 计算 是 否 正 确 , 试 说 明理 由 : 
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l 
: dx ) (2) 1 1 i 
rj ж B T z= | -arctan 到] = га 
x 


za 
t 














dt 

2 —— 上 
CEET = Ww 

1 

Í i 

-x +x +] 
A 
x 

3 = = 0: 
( j: ds limf Tadx=0 


7. W x>0, 证 明 : 


= 1] | 元 
a + f dt = —. 
EET. “1 +Ë 2 








8. В р>0, ШЕ: 





н Ке, 


9. 设 /(x) ,g(x) 在 区 间 [a,b] 上 均 连 续 , 证 明 : 
(1) (песо) < | бо. | (x)dx ( 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 ) ; 


(2) (f [Aa tela) Ja (оа) ° +Í | aas) (闵可夫 斯 基 不 等 
式 ). 
10. 设 /(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 /(x)>0. 证明: 
b b dx š 
лое: 52% I 
П. 计算 下 列 积分 : 


2 x+sin хо. z 
2 ln(1+tan x)dx; 
a) fi anime [чок i ( y| n(l+tan х) ах 
ч dx x Р 
(3) | — == (420): бау | JI sn беа: 
|: x+ a — x° j 
7 dx Е ' А 
i “ТҮС ттр 
з) f; I+cos'x ( JE cos x — сов хах 
(7) Га cos x | dx; (8) J. 二 
0 


(9) Te (10) тах} 2 1 dt. 
Милет l, 
12. 设 /(x) 为 连续 函数 ,证 明 : 


[KO х-дш= f (f Audu) а 
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总 习题 五 





13. 0 /(х) 1] [а,Ь] ЕЖ, Н Лх) >0, 


F(x)= [aoas f y xe[a,b]. 
ЕЗ]: 
(1) F'(x)>2; 


(2) 方程 F(x)= 0 在 区 间 (a,6b) 内 有 且 仅 有 一 个 根 . 
14. 求 厂 (x-1) dx, 其 中 





15. 设 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ,g(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 且 不 变 号 . 证 明 至 少 存在 一 点 
gela, b], EFRR 


[Ka eld g(x)dx (积分 第 一 中 值 定理 ) 


16. 证 明 : | a'e aÍ = 11 7 xede (n>1) ,并 用 它 证 明 : 
0 0 


| = Z LE TS) (neN). 
š 2 


` 17. FE УБ Ж RA AHE : 


1 к (2) — 
e E ДЕ R Vz —3х+2 

3 Сав. (4) # ы ШШ 
i ЈИ К (s=) (6-21 


18. 计算 下 列 反 常 积分 : 


Ж ， +» dx 
а), In віп хіх; (2) |, TF Р) (а20). 
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第 六 章 ” 定 积分 的 应 用 


本 章 中 我 们 将 应 用 前 面 学 过 的 定 积分 理论 来 分 析 和 解决 一 些 几 何 、 物 理 中 
的 问题 ,其 目的 不 仅 在 于 建立 计算 这 些 几何 物理 量 的 公式 ,更 重要 的 还 在 于 介 
绍 运 用 元 素 法 将 一 个 量 表达 成 为 定 积分 的 分 析 方 法 . 


第 一 节 ” 定 积分 的 元 素 法 


在 定 积 分 的 应 用 中 ,经常 采用 所 谓 元 素 法 . 为 了 说 明 这 种 方法 ,我 们 先 回 顾 
一 下 第 五 章 中 讨论 过 的 曲 边 梯形 的 面积 问题 . 

设 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 且 f(x) 宇 0, 求 以 曲线 y=f(x) 为 曲 边 、 底 为 [a， 
b | 的 曲 边 梯形 的 面积 А. 把 这 个 面积 4 表示 为 定 积 

A= [лое 

的 步骤 是 : 

(1) 用 任意 一 组 分 点 把 区 间 [ a,b] 分 成 长 度 为 Ax. (i=1,2,…,n) 的 ni 个 小 
区 间 , 相 应 地 把 曲 边 梯形 分 成 n 个 罕 曲 边 梯形 ,第 i 个 罕 曲 边 梯 形 的 面积 设 为 
A4, ,于 是 有 


(2) 计算 A4, 的 近似 值 
AA,~=f(é,) Ах, (x SE x); 
(3) 求 和 ,得 4 的 近似 值 
A= Y ДА: 
(4) Ж 8 ia А = тах { Ax, ,Ax,,… ,Ax,| ,得 
A=lim Y FE) Ax, = [лоо 


在 上 述 问 题 中 我 们 注意 到 ， 所 求 量 ( 即 面积 A) 与 区 间 [a,b] 有 关 . 如 果 把 区 
间 [a,b] 分 成 许多 部 分 区 间 , 那 么 所 求 量 相 应 地 分 成 许多 部 分 量 ( 即 AA, ,而 所 


求 量 等 于 所 有 部 分 量 之 和 ( 即 4= A4,), 这 一 性 质 称 为 所 求 量 对 于 区 间 
[a,b] 具 有 可 加 性 . HEA, A SCE) Aw, 近 似 代替 部 分 量 A4, 时 ,要 求 它们 只 相差 一 
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第 一 节 ” 定 积分 的 元 素 法 








个 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 ,以 使 和 式 Y СЕ) Ax 的 极限 是 4 的 精确 值 , 从 而 4 可 
以 表示 为 定 积分 й 
A= | ла. 
在 引出 4 的 积分 表达 式 的 四 个 步骤 中 ,主要 的 是 第 二 步 ,这 一 步 是 要 确定 
AA 的 近似 值 Се) Ax ,使 得 
4= 四 并 /6)an- [поа 


ТЕЗЕ Е, ТАЖ ЕМ, F bs i, 用 ДА 表示 任 一 小 区 间 [x*,x*+dx] 上 的 罕 曲 
边 梯 形 的 面积 ,这 样 ， 


A= ЕУ ДА. 
取 [x,x+tdx] 的 左 端 点 x 为 &, 以 点 x 处 的 函数 值 fx) 为 高 dx A E NS Hi JÉ AS ü 1 
f(x)dx 为 AA 的 近似 值 (如 图 6-1 阴影 部 分 所 示 ), 即 


ДА = (х) ах. 
ERAH х) ах ЩТ 17,100 ЧА = (х) ах. 于 是 
А = > f(x)dx, 


因此 
A=lim У f(x) dx = Гло. 


一 般 地 ,如 果 某 一 实际 问题 中 的 所 求 量 U 符 y 
合 下 列 条 件 : 

(1) U 是 与 一 个 变量 x 的 变化 区 间 [a,5] 有 
关 的 量 ; 

(2) 品 对 于 区 间 [a,b] 具 有 可 加 性 ,就 是 说 ， 
如 果 把 区 间 [a,5b] 分 成 许多 部 分 区 间 , 则 U 相应 
地 分 成 许多 部 分 量 ,而 U 等 于 所 有 部 分 量 之 和 ; o 

(3) 部 分 量 AU, 的 近似 值 可 表示 为 f(&;) Ах,, 
那么 就 可 考虑 用 定 积分 来 表达 这 个 量 U. 通常 写 
出 这 个 量 U 的 积分 表达 式 的 步骤 是 : 

1) 根据 问题 的 具体 情况 ,选取 一 个 变量 例如 x 为 积分 变量 ,并 确定 它 的 变 
化 区 间 [a,6b]; 

2) 设想 把 区 间 [a,b] 分 成 n 个 小 区 间 , 取 其 中 任 一 小 区 间 并 记 作 [x,x+ 
dx] , 求 出 相应 于 这 个 小 区 间 的 部 分 量 AU 的 近似 值 . 如 果 AU 能 近似 地 表示 为 
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[a,b] 上 的 一 个 连续 函数 在 x 处 的 值 拟 zx) 与 dx 的 乘积 ,就 把 f(x)dx 称 为 量 U 
的 元 素 且 记 作 dU, 即 


dU=f(x)dx; 
3) ARRE U 的 元 素 f(x)dx 为 被 积 表 达 式 ,在 区 间 [a,b] 上 作 定 积分 ,得 


U= [па 


这 就 是 所 求 量 U 的 积分 表达 式 . 
这 个 方法 通常 叫做 元 素 法 . 下 面 两 节 中 我 们 将 应 用 这 个 方法 来 讨论 几何 、 物 
理 中 的 一 些 问 题 . 


第 二 节 ” 定 积 分 在 几何 学 上 的 应 用 


一 、 平 面 图 形 的 面积 


1. 直角 坐标 情形 


在 第 五 章 中 我 们 已 经 知道 ,由 曲线 y=/(x) (f(x) 20) 及 直线 x=a， 
x=b (a<b) 与 * 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 4 是 定 积分 


A= | Kads, 


其 中 被 积 表达 式 f(x) dx 就 是 直角 坐标 下 的 面积 
元 素 , 它 表示 高 为 (x) JEH de 的 一 个 矩形 面积 

应 用 定 积分 ,不 但 可 以 计算 曲 边 梯形 面积 ,还 
可 以 计算 一 些 比较 复杂 的 平面 图 形 的 面积 

例 1 计算 由 两 条 抛物 线 :y* =x.y=x* 所 围 成 的 
图 形 的 面积 . 

解 ” 这 两 条 抛物 线 所 围 成 的 图 形 如 图 6-2 所 ==; 
示 . 为 了 具体 定 出 图 形 的 所 在 范围 , 先 求 出 这 两 条 pan 
抛物 线 的 交点 . 为 此 , 解 方程 组 








© 这 里 AV 与 f(x)dx 相差 一 个 比 dx 高 阶 的 无 穷 小 . 
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第 二 节 ” 定 积分 在 几何 学 上 的 应 用 








得 到 两 个 解 

x=0,y=0 K x=1,y=1. 
即 这 两 抛物 线 的 交点 为 (0,0) 及 (1,1), 从 而 知道 这 图 形 在 直线 x=0 与 x= 
1 之 间 . 

取 横 坐标 x 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,1]. 相应 于 [0,1] 上 的 任 一 小 
区 间 [x,x+dx] 的 窗 条 的 面积 近似 于 高 为 Vx -x 、 底 为 dx 的 窗 矩 形 的 面积 ,从 而 
得 到 面积 元 素 

dA = (Vx -x° ) dx. 
(Ма-а) dx 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 间 [0,1] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 面积 为 


À = f, E-a) de= [225]. ' =+ 


例 2 计算 抛物 线 y =2x 与 直线 y=x-4 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
# 这 个 图 形 如 图 6-3 所 示 . 为 了 定 出 这 图 
形 所 在 的 范围 , 先 求 出 所 给 抛物 线 和 直线 的 交点 . 
解 方程 组 
y =2x, 
A x-4, 


得 交点 (2,-2) 和 (8,4) ,从 而 知道 这 图 形 在 直线 
y=-2 及 y=4 之 间 . 

现在 ,选取 纵 坐 标 y 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 图 6-3 
间 为 [-2,4] (读者 可 以 思考 一 下 , 取 横 坐标 x 为 
积分 变量 ,有 什么 不 方便 的 地 方 ). 相应 于 [-2,4] 上 任 一 小 区 间 [y,y+dy] 的 罕 


条 面积 近似 于 高 为 ey、 底 为 (y+4) -二 刀 的 窗 矩 形 的 面积 ,从 而 得 到 面积 元 素 





d4 = (04-7) dr 
[4-7] dy 为 被 积 表 达 式 ， 在 闭 区 间 [-2,4] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 的 面 
积 为 
4 = |, (+4207) dy= 2+) = 


由 例 2 可 以 看 到 ,积分 变量 选 得 适当 ,可 使 计算 方便 . 
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例 3 ора -=1 所 围 成 的 图 形 的 面积 

解 Кай asss ч 
以 椭圆 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 

А=4А,, 
其 中 4 为 该 椭圆 在 第 一 象限 部 分 与 两 坐标 轴 所 围 图 
形 的 面积 ,因此 
А=4А, +4 ydx. 
利用 椭圆 的 参数 方程 


Dia t, 





(0=:<7), 
у= Бвіп t 2 


应 用 定 积 分 换 元 法 , 令 x=aucos t, I 


y=bsin t, Чх=—авїп tdt. 
当 * 由 0 变 到 a 时 ,t 由 也 变 到 0, 所 以 
0 0 
4 =4 | bsin t( —asin t)di= –4аЬ fi sin2tdt 
п/2 /9 


т/2 
=4ab | sin'idi= 4ab - Сн 
0 


МЦ 
2 
当 a=b 时 ,就 得 到 大 家 所 熟悉 的 圆 面积 的 公式 4= Ta” 
2. 极 坐标 情形 


某 些 平面 图 形 ,用 极 坐标 来 计算 它们 的 面积 比较 方便 . 

设 由 曲线 p=p(0) 及 射线 9=a,9=B 围 成 一 
图 形 (简称 为 曲 边 扇 形 ) ,现在 要 计算 它 的 面积 
(图 6-5). 这 里 ,p(9) 在 [a,B] 上 连续 , 且 p(9) 2 
0,0<8-a <27. =. 

由 于 当 9 在 [a,B8] 上 变动 时 , 极 径 p=p(9) 也 随 À 
之 变动 ,因此 所 求 图 形 的 面积 不 能 直接 利用 扇形 图 6-5 


面积 的 公式 4 = 了 Rb 来 计算 . 


取 极 角 9 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 La,B]. 相应 于 任 一 小 区 间 [6,6+d6] 的 
窄 曲 边 扇形 的 面积 可 以 用 半径 为 p=p(9) 、 中 心 角 为 90 的 扇形 的 面积 来 近似 代 
替 , 从 而 得 到 这 窄 曲 边 户 形 面积 的 近似 值 , 即 曲 边 扇形 的 面积 元 素 


p=p(0) 
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4А=--[р(8) 140. 


12-1000) 1790 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 间 [a,B] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 曲 边 扇形 
的 面积 为 


A= EO 40. 


例 4 计算 阿 基 米 德 螺 线 
p=a0 (a>0) 

上 相应 于 0 从 0 Ж 9] 21 的 一 段 弧 与 极 轴 所 围 成 的 图 形 ( 图 6-6) 的 面积 . 

解 ” 在 指定 的 这 段 螺 线 上 ,9 的 变化 区 间 为 [0,2r]. 相应 于 [0,2r] 上 任 一 
小 区 间 [6,6+d6] 的 窗 曲 边 扇形 的 面积 近似 于 半径 
为 a0 .中 心 角 为 do 的 扇形 的 面积 ,从 而 得 到 面积 
元 素 

1 2 


于 是 所 求 面积 为 





A= | Teati 5 "=a 2; 


#5 计算 心 形 线 
p=a(1+cos0) (а>0) 


所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
解 心 形 线 所 围 成 的 图 形 如 图 6-7 所 示 . 这 个 图 形 对 称 于 极 轴 , 因 此 所 求 图 
形 的 面积 4 是 极 轴 以 上 部 分 图 形 面 积 4, 的 2 售 . p=a(1+cos0) 


对 于 极 轴 以 上 部 分 的 图 形 ,9 EEKLO, т]. 
相应 于 [0,r] 上 任 一 小 区 间 [6,9+d6] 的 窗 曲 边 扇形 的 
面积 近似 于 半径 为 a(1+eos Ө) .中心 角 为 do 的 扇形 的 
面积 . 从 而 得 到 面积 元 素 


dA =a 1 +cos 0) гө, 





6-7 


于 是 
А, = | Ta? (1+cos oydi f (1+2cos Ө+соѕ? 0) 40 
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а? ["ү3 1 
=> | (2+2 0+— cos 20) dg 


0 
2 т 
= [30+2sin b+ sin 20] 1 = 了 ma š 


2 
因而 所 求 面积 为 
4=24， = 了 mo 
二 、 体 积 
1. 旋转 体 的 体积 


旋转 体 就 是 由 一 个 平面 图 形 绕 这 平面 内 一 条 直线 旋转 一 周 而 成 的 立体 . 这 
直线 叫做 旋转 轴 . 圆柱 、 圆 锥 、 圆 台 、 球 可 以 分 别 看 成 是 由 矩形 绕 它 的 一 条 边 、 直 
角 三 角形 绕 它 的 直角 边 .直角 梯形 绕 它 的 直角 采 ,半圆 绕 它 的 直径 旋转 一 周 而 成 
的 立体 ,所 以 它们 都 是 旋转 体 . 

上 述 旋转 体 都 可 以 看 作 是 由 连续 曲线 y=f(x) 、 直 线 x*=a、x=b 及 x 轴 所 围 成 
的 曲 边 梯形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 . 现在 我 们 考虑 用 定 积分 来 计算 这 种 旋 
转 体 的 体积 . 

取 横 坐标 x 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,5]. 相应 于 [a,5] 上 的 任 一 小 
区 间 [x,x*+dx] 的 窗 曲 边 梯形 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 薄片 的 体积 近似 于 以 f(x) 为 底 
半径 dx 为 高 的 扁 圆柱 体 的 体积 (图 6-8), 即 体积 元 素 

4Ё=т[/(х) ] dx. 
Ш т/х) ] dx 为 被 积 表达 式 , 在 闭 区 间 [a,b] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 旋转 体 体积 为 


V= [ т[/(х) ] dx. 





例 6 连接 坐标 原点 O 及 点 РОА, г) 的 直线 .直线 x= h х 轴 围 成 一 个 直角 
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三 角形 (图 6-9). 将 它 绕 x 轴 旋 转 一 周 构 成 一 个 底 半 径 为 +、 高 为 h 的 圆锥 体 . 计 
算 这 圆锥 体 的 体积 . 
解 过 原点 O 及 点 P(h,r) 的 直线 方程 为 


y=— x. 
h 
取 横 坐 标 x 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,h]. 圆锥 体 中 相应 于 [0,h] 上 
任 一 小 区 间 [x,x+dx] 的 薄片 的 体积 近似 于 底 半 径 为 二 x、 高 为 dx 的 扁 圆柱 体 的 
体积 , 即 体积 元 素 


йт ' diz: 





于 是 所 求 圆锥 体 的 体积 为 
на 
017 计算 由 椭圆 
20 Уу | 
a b° 


所 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 ( 叫 做 旋转 覃 球体 ) 的 体积 , 
# ”这 个 旋转 椭 球 体 也 可 以 看 作 是 由 半 个 椭圆 


y= Ja -x 


J x 轴 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 . 
取 х 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [ -a,a]. 旋转 椭 球 体 中 相应 于 [ -a,a] 上 
任 一 小 区 间 [x,x+dx] 的 薄片 的 体积 ,近似 于 底 半 


为 Va- 、 高 为 dx 的 扁 圆柱 体 的 体积 
(图 6-10) , 即 体积 元 素 
ау=ЛЁ (grr) dz. 
a 


于 是 所 求 施 竺 机 球 体 的 体积 为 
vaf п pde f (ax )dx 








b 2 х? 5 4 2 
=2 |а к], 5372 ç 


当 a=b 时 Wet ish k UR B EN a 的 球 , 它 的 体积 为 Sma' 
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用 与 上 面 类 似 的 方法 可 以 推出 :由 曲线 x=p(y) 、 直 线 y=cy=d (c<d) Уу y 
轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 , 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 体 ( 图 6-11) 的 体积 为 


узт |, [e(y)]° dy 


例 8 计算 由 摆 线 x=a(t-sin t) ,y=a(1-cos 4) 相应 于 0<1<27 的 一 拱 与 
直线 y=0 所 围 成 的 图 形 分 别 绕 x 轴 .y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 . 
解 ” 按 旋转 体 的 体积 公式 ,所 述 图 形 绕 х 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 为 


v.= | ms(z)dz=m | а?(1-соѕ t)? + а(1-соѕ t)dt 
0 0 


2л 
=ma' | (1-3cos t+3cos’t-cost)dt=5m a`. 
0 


所 述 图 形 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 可 看 成 平面 图 形 OABC 与 ОВС 
(图 6-12) 分 别 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 之 差 . 因此 所 求 的 体积 为 


V a= | тазу) dy- | mxi (y)dy 
0 0 
== | a°’ (t-sin t)? + asin tdt- | a’ (t-sin 1)? + asin tdt 
2x 0 


=-та?/ (t-sin t) зіп idt=6T a. 
0 





2. 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 


从 计算 旋转 体 体积 的 过 程 中 可 以 看 出 :如 果 一 个 立体 不 是 旋转 体 ,但 却 知 道 
该 立体 上 垂直 于 一 定 轴 的 各 个 截面 的 面积 ,那么 ,这 个 立体 的 体积 也 可 以 用 定 积 
分 来 计算 . 

如 图 6-13 所 示 , 取 上 述 定 轴 为 * 轴 , 并 设 该 立体 在 过 点 x*=a、x=b 且 垂直 于 
x 轴 的 两 个 平面 之 间 . 以 A(x) 表 示 过 点 x H sg B J х 轴 的 截面 面积 . 假定 А(х) 
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为 已 知 的 x 的 连续 函数 . 这 时 , 取 х 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,b] ;立体 中 
相应 于 [a,b] 上 任 一 小 区 间 [x,x+dx] 的 一 薄片 的 体积 ,近似 于 底面 积 为 A(x)、 
高 为 dx 的 扁 柱 体 的 体积 , 即 体积 元 素 

dV=A(x)dx. 
以 4(x)dx 为 被 积 表 达 式 ,在 闭 区 间 [a,b] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 立 体 的 体积 


V= [лсо 


例 9 —F AAEH R H A E ИНК ЕР Т>, ЗЕ ЛТЗ a (图 
6-14). 计算 这 平面 截 圆 柱 体 所 得 立体 的 体积 , 





图 6—13 В 6-14 


解 ” 取 这 平面 与 圆柱 体 的 底面 的 交 线 为 x ЯШ, ШП ЕАС. НА х 
轴 的 直线 为 y 轴 . 那么 , 底 圆 的 方程 为 x +y = R°. 立体 中 过 x 轴 上 的 点 * 且 垂直 
于 x 轴 的 截面 是 一 个 直角 三 角形 . 它 的 两 条 直角 边 的 长 分 别 为 y 及 ytan а, B 


JR- Ж/К Ce зап а. 因而 截面 积 为 4(x)= 广 (Rx*)tan a, 于 是 所 求 立体 体 
积 为 


V = 六 1 к? улап айх = Í (R'-sx°)tan adx 
-R 2 0 


=tan Rx— lx | 
= al s” | 


0 


- к tan а. 


#110 求 以 半径 为 R 的 圆 为 底 、 平 行 且 等 于 底 圆 直径 的 线段 为 项 、 高 为 h 
的 正 辟 锥 体 的 体积 . 

解 ” 取 底 圆 所 在 的 平面 为 x0y 平面 ,圆心 0 为 
原点 ,并 使 x 轴 与 正 臂 锥 的 顶 平行 (图 6-15). ЛІЯ 
的 方程 为 **+y = R°. 过 x 轴 上 的 点 x (-R<x<R) 作 
垂直 于 * 轴 的 平面 , 截 正 辟 锥 体 得 等 腰 三 角形 . 这 截 
面 的 面积 为 





A(x)=h · y=h./ R° -x 3 
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于 是 所 求 正 臂 锥 体 的 体积 为 
V = A dr=h 人 VR -xX dx=2h [VE dx 


=2R°h [| sin СТЕ 


由 此 可 知 正 辟 锥 体 的 体积 等 于 同 底 同 高 的 圆柱 体 体积 的 一 半 . 
=, 平面 曲线 的 绝 长 


我 们 知道 , 圆 的 周 长 可 以 利用 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 当 边 数 无 限 增 多 时 
的 极限 来 确定 . 现在 用 类 似 的 方法 来 建立 平面 的 连续 曲线 弧 长 的 概念 ,从 而 应 用 
定 积分 来 计算 弧 长 . 


设 4,8 是 曲线 弧 的 两 个 端点 . 在 弧 AB 上 依次 任 取 分 点 A=M,,M,,M,,-- Mios 
M;,…,M,_1,M, =B, 并 依次 连接 相 邻 的 分 点 得 一 折线 у 
(图 6-16). 当 分 点 的 数目 无 限 增加 且 每 个 小 段 
MM, 都 缩 向 一 点 时 ,如 果 此 折线 的 长 
> IM, М 的 极限 存在 ,那么 称 此 极限 为 曲线 弧 


i=l 


АВ Л {© , JF PKI Hi RIAR E: п] oR K H. 
对 光滑 的 曲线 弧 (参看 第 170 页 上 的 脚注 )， 图 6-16 
有 如 下 结论 : 
定理 ”光滑 曲线 弧 是 可 求 长 的 . 
这 个 定理 我 们 不 加 证 明 . 由 于 光滑 曲线 弧 是 可 求 长 的 , 故 可 应 用 定 积 分 来 计 
算 弧 长 . 下 面 我 们 利用 定 积分 的 元 素 法 来 讨论 平面 光滑 曲线 弧 长 的 计算 公式 . 
设 曲 线 弧 由 参数 方程 
o 
y=w (t) 
给 出 ,其 中 oa) ,yw(1) 在 [a,B] 上 具有 连续 导数 ,日 pq'(1) y (0 不 同时 为 零 . Ж 
在 来 计算 这 曲线 弧 的 长 度 . 
Ш г 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,B]. 相应 于 [a,B8] 上 任 一 小 区 间 
[t,t+dt] 的 小 弧 段 的 长 度 As 近似 等 于 对 应 的 弦 的 长 度 V (Ax) +(Ay) ,因为 
Ax=@(t+di) -p(t) =dx=@' (t)dt, 
Ay=w (t+tdt) -y(t) = ду= (1) а, 
所 以 ,As HAEE (У) ВУК 2 Ж 5 





(a<i<B) 
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ds =V (dx) +(dy) = Ve” (t) (di) +g (т) (de)? 
=Ve (t+ (t) dt. 
于 是 所 求 弧 长 为 


s= [Мету ry) dt. 


当 曲 线 弧 由 直角 坐标 方程 
y=f(x) (а<х<=&) 
给 出 ,其 中 f(x) 在 [a,b] 上 具有 一 阶 连续 导数 ,这 时 曲线 弧 有 参数 方程 


лз (авж) 
=R) ына 
从 而 所 求 的 弧 长 为 
s= | Jan dx. 
>á H R IA HH 1% Ae ba 77 RE 


p=p(0) (a<0=<B) 
给 出 ,其 中 p(6) 在 [a,B8] 上 具有 连续 导数 , 则 由 直角 坐标 与 极 坐标 的 关系 可 得 
н инн 0, 
y=y(0)=p(0)sin 0 
这 就 是 以 极 角 Ө 为 参数 的 曲线 弧 的 参数 方程 . 于 是 , 弧 长 元 素 为 


ds=/x”2(0)+y”(0)d0=./02(0)+p” (Ө) 40, 
从 而 所 求 弧 长 为 


(a<0=<p), 





s= [Ур Сө) +р (0) дө. 


511 计算 曲线 Y= 了 xz? 上 相应 于 as<xs 的 一 段 弧 (图 6-17) 的 长 度 


f Ay =x? ,从 而 弧 长 元 素 
ds=V1I+(xz 一 ) dx=/1+x ах. 
因此 ,所 求 弧 长 为 
s= Е 


b 
a 





= [(1+0)2-(1+a)2]. 


例 12 ”计算 摆 线 (图 6-18) 
x=a(0-—-sin 0), 
енди 0) 
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的 一 拱 (0<60<27) 的 长 度 . 
解 ” 弧 长 元 素 为 


ds = Ja 1-cos 0) +a sin? 040 


=a,/2(1-—cos 0) d0=2asin 9-46. 





从 而 ,所 求 弧 长 
s = |: 2asin 全 dg= 2а| 一 2cos z] j = 8а. 
0] 13 求 阿 基 米 德 螺 线 p=a9 (a>0) 相 应 于 0<9<2"7 一 段 ( 图 6-19) 的 
IK- 


а Ө) 
у=а(1-со Ө) 









o 2ra x 
6-18 6-19 
# ” 弧 长 元 素 为 





4з = ya 0 +a d0=a/1+0 40, 
于 是 所 求 弧 长 为 


2" 
s=a | Je dg= 本 [2mV1+4T +In (2т+/1+4т* ) ]. 
0 


习 Яй 6-2 


І. ЖЕ 6-20 中 各 阴影 部 分 的 面积 . 
2. 求 由 下 列 各 组 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 


(1) y=2 i +y =8 (两 部 分 都 要 计算 ) ; 


(2) y= 二 与 直线 y=x Ж х=2; 


(3) y=e” ,y=e “与 直线 x=1; 
(4) y=lnx,y 轴 与 直线 y=ln а,у=1а b (b>a>0). 
з. 求 抛物 线 y=-x +4x-3 及 其 在 点 (0,-3) 和 (3,0) 处 的 切线 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


4. PRI у? =2рх 及 其 在 点 如,p) 处 的 法 线 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
5. 求 由 下 列 各 曲线 所 围 成 的 图 形 的 面积 : 
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(3) (4) 
6—20 


(1) p=2acos 0; (2) x=acos t, y=asin't; 

(3) p=2a(2+cos 0). 

6. RHEL x=a(t-sin 1) ,y=a(1-cos t) 7 —##(0=:=2@) =P pR BU РАЈЕ НО Im. 

7. ЖР 8 р=ае" (-m<80= +) 918 0= = 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

8. 求 下 列 各 曲线 所 围 成 图 形 的 公共 部 分 的 面积 : 

(1) p=3cos 9 及 p=1+cos Ө; (2) p=V2sin Ө № p° = cos 20. 

9. 求 位 于 曲线 y=e" 下 方 、 该 曲线 过 原点 的 切线 的 左 方 以 及 x 轴 上 方 之 间 的 图 形 的 面积 . 

10. 求 由 抛物 线 y'=4ax 与 过 焦点 的 弦 所 围 成 的 图 形 面积 的 最 小 值 . 

11. 已 知 抛物 线 y=px +дх (其 中 p<0,9>0) 在 第 一 象限 内 与 直线 x*+y=5 相 切 , 且 此 抛物 线 与 x 
轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 4. 问 p 和 9g 为 何 值 时 ,4 达到 最 大 值 ,并 求 出 此 最 大 值 . 

12. 由 y=x ,zx=2,y=0 所 围 成 的 图 形 分 别 绕 * 轴 及 y 轴 旋转 ,计算 所 得 两 个 旋转 体 的 
体积 . 

13. 把 星 形 线 <? +y”=a” 所 围 成 的 图 形 绕 x 轴 旋 转 ( 图 6-21) ,计算 所 得 旋转 体 的 
体积 . 

14. 用 积分 方法 证 明 图 6-22 中 球 缺 的 体积 为 
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6-21 图 6—22 


15. 求 下 列 已 知 曲线 所 围 成 的 图 形 按 指定 的 轴 旋 转 所 产生 的 旋转 体 的 体积 : 

(1) у=а?,х=у?, у; 

(2) у= агсѕіп х,х=1,у=0,2 х Н; 

(3) х?2+(у-5)г=16,8 х $h; 

(4) #28 x=a(t-sin t) ,у=а(1-соѕ 1) 的 一 拱 ,y=0, 绕 直线 у= 2а. 

16. ЖИ x +у <а # x=-b (4b>a>0) 旋 转 所 成 旋转 
体 的 体积 . 

17. ИНЖЕ, ЖАУА, Б. РА, 
的 轴 长 分 别 为 2a .2b ЯП 2А .2B КИЕ. 

18. 计算 底面 是 半径 为 R 的 圆 , 而 垂直 于 底面 上 一 条 
固定 直径 的 所 有 截面 都 是 等 边 三 角形 的 立体 体积 
(图 6-23 ) . 

19. 证 明 : 由 平面 图 形 O<a<x<b,0<y=/(x)2 y Rh 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 





Ү=2т [ xf( x) dx. 


20. 利用 题 19 的 结论 ,计算 曲线 y=sin x (О<х<т) х 3 , 
所 围 成 的 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 . 

21. 设 由 抛物 线 y=2x? 和 直线 x*=a,x=2 及 y=0 所 围 成 的 平 
面 图 形 为 D ,由 抛物 线 yY=2x 和 直线 x=a 及 y=0 所 围 成 的 平面 
图 形 为 D, ,其 中 0<a<2 (图 6-24). 

(1) 试 求 D, 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 体积 V,D, 绕 y 轴 旋 转 
而 成 的 旋转 体 体积 V,; 

(2) 问 当 a 为何 值 时 ,V+VW 取 得 最 大 值 ? 试 求 此 最 大 值 . 

22. 计算 曲线 y=In x 上 相应 于 /5 <x<yB 的 一 段 弧 的 长 度 Sp 
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23. 计算 半 立 方 抛物 线 六 = 子 (x-1) 被 抛物 线 ”= 主 鹤 得 的 一 段 弧 的 长 度 . 

24. 计算 抛物 线 y = 2px 从 顶点 到 这 曲线 上 的 一 点 M(x,y) 的 弧 长 . 

25. 计算 星 形 线 x=acos't1,y=asint (图 6-25) 的 全 长 . 

26. 将 绕 在 圆 (半径 为 a) 上 的 细 线 放 开 拉 直 ,使 细 线 与 圆周 始终 相 切 (图 6-26), 细 线 端 
点 画 出 的 轨迹 叫做 圆 的 渐 伸 线 , 它 的 方程 为 

x=a( cos t+tsin t), y=a( sin t—tcos t). 

yh k HI ZE БЛУ Е O0<:=< = 的 一 段 弧 的 长 度 . 

27. 在 摆 线 x=a(!-sin t) ,y=a(1-cos !) 上 求 分 摆 线 第 一 拱 成 1:3 的 点 的 坐标 . 

28. 求 对 数 螺 线 p= e“ 相应 于 0 大 bg 大 op 的 一 段 弧 长 . 


29， 求 曲线 pbg=1 Mu P о -的 一 段 弧 长 ， 


CE 
y=asint 





fa aeos t+tsin 2) 
y=a(sin t—tcos f) 


6-25 6-26 


30. 求 心 形 线 p=a(1+cos 0) 1. 
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一 、 变 力 沿 直线 所 作 的 功 


从 物理 学 知道 ,如 果 物 体 在 做 直线 运动 的 过 程 中 有 一 个 不 变 的 力作 用 在 
这 物体 上 , 且 这 力 的 方向 与 物体 运动 的 方向 一 致 ,那么 ,在 物体 移动 了 距离 s 时 ， 
JI Е 对 物体 所 作 的 功 为 
W=F • 5. 
如 果 物 体 在 运动 过 程 中 所 受到 的 力 是 变化 的 ,这 就 会 遇 到 变 力 对 物体 作 功 
的 问题 . 下 面 通过 具体 例子 说 明 如 何 计算 变 力 所 作 的 功 . 
例 1 把 一 个 带电 荷 量 +d 的 点 电荷 放 在 上 轴 上 坐标 原点 0 处 , 它 产生 一 个 
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电场 . 这 个 电场 对 周围 的 电荷 有 作用 力 . 由 物理 学 知道 ,如 果 有 一 个 单位 正 电荷 
放 在 这 个 电场 中 距离 原点 O 为 的 地 方 ,那么 电场 对 它 的 作用 力 的 大 小 为 


F=k + (是 常数 ). 
见 图 6-27 , 当 这 个 单位 正 电荷 在 电场 中 从 r=a 处 沿 r +q +1 


e@e— e 
轴 移 动 到 r=b (a<b) АЕ, ЖЮ F wap 9 4 тл» r 
的 功 . 图 6-27 


解 ”在 上 述 移动 过 程 中 ,电场 对 这 单位 正 电 荷 的 作用 力 是 变 的 . ДИ r 为 积分 
变量 , 它 的 变化 区 间 为 [La,6j]. 设 Lr,rtdr] 为 [a,b] 上 的 任 一 小 区 间 . 当 单 位 正 电 


HEM т Ф| г+аг 时 ,电场 力 对 它 所 作 的 功 近似 于 各 dr, 即 功 元 素 为 
dw= ar, 
于 是 所 求 的 功 为 
le 
在 计算 静电 场 中 某 点 的 电位 时 ,要 考虑 将 单位 正 电荷 从 该 点 处 (r=a) 移 到 


无 穷 远 处 时 电场 力 所 作 的 功 W. 此 时 ,电场 力 对 单位 正 电荷 所 作 的 功 就 是 反常 
RI 


W= ЈА ar= É “| „М 


а 


例 2 在 底面 积 为 S 的 圆柱 形容 器 中 盛 有 一 定量 的 气体 . 在 等 温 条 件 下 ,由 
于 气体 的 膨胀 ,把 容器 中 的 一 个 活塞 (面积 为 5) 从 点 а 处 推移 到 点 处 (图 


6-28). 计算 在 移动 过 程 中 ,气体 压力 所 作 的 功 . 
可 以 用 坐标 x 来 表示 . 由 物理 学 知道 ,一 定量 的 气 
体 在 等 温 条 件 下 ,压强 p 与 体积 了 的 乘积 是 常数 图 6-28 
k, Bp 
k 

pV=k 或 р=-р- 

因为 V=x5, 所 以 
p= 

于 是 ,作用 在 活塞 上 的 力 
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k k 
Е = Ы S=— · 二 一 一 。 
P х8 3 x 


在 气体 膨胀 过 程 中 ,体积 V 是 变 的 ,因而 x 也 是 变 的 ,所 以 作用 在 活塞 上 的 
力也 是 变 的 . 
取 x% 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,6]. 设 [x,x+dx] 为 [a,8] 上 任 一 小 区 


间 , 当 活塞 从 x 移动 到 x+dz 时 , 变 力 严 所 作 的 功 近似 于 二 dx; 即 功 元 素 为 
d 了 = 二 dx， 
于 是 所 求 的 功 为 
W= |, “а= In х] = Аһ 2, 


下 面 再 举 一 个 计算 功 的 例子 , 它 虽 不 是 一 个 变 力 作 功 问题 ,但 也 可 用 积分 来 
计算 . о 

例 3 一 圆柱 形 的 贮 水 桶 高 为 S m, 底 圆 半径 为 
З m, 桶 内 盛 满 了 水 . 试问 要 把 桶 内 的 水 全 部 吸出 需 作 
多 少 功 ? 

# 作 * 轴 如 图 6-29 所 示 . BORE х (单位 为 
m) 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,5]. 相应 于 [0， 
5] 上 任 一 小 区 间 [x,x+dx] 的 一 薄 层 水 的 高 度 为 dx, 
车 重力 加 速度 z 取 9.8 m/s , 则 这 薄 层 水 的 重力 为 
9.8m • 3^ах KN. 把 这 薄 层 水 吸出 桶 外 需 作 的 功 近 似 地 为 

dW=88. 27xdx, 








此 即 功 元 素 . 于 是 所 求 的 功 为 
25 


5 2 S 
w= | 88. 2лтхх = 88. 2лт| 7 =88. Заг» £ =3 462 (KJ). 
0 2 dIo 2 


二 、 水 压力 


从 物理 学 知道 ,在 水 深 为 h 处 的 压强 为 p=pgh, 这 里 p 是 水 的 密度 ,g 是 重力 
加 速度 . 如 果 有 一 面积 为 4 的 平板 水 平地 放置 在 水 深 为 h 处 ,那么 ,平板 一 侧 所 
受 的 水 压力 为 
P=p° А. 
如 果 平 板 铝 直 放置 在 水 中 ,那么 ,由 于 水 深 不 同 的 点 处 压强 p 不 相等 ,平板 
一 侧 所 受 的 水 压力 就 不 能 用 上 述 方法 计算 . 下 面 举 例 说 明 它 的 计算 方法 . 
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例 4 一 个 横 放 着 的 圆柱 形 水 桶 , 桶 内 盛 有 半 桶 水 (图 6-30(a)). 设 桶 的 底 
半径 为 R, 水 的 密度 为 p ,计算 桶 的 一 个 端面 上 所 受 的 压力 . 





6—30 


解 ” 桶 的 一 个 端面 是 圆 片 ,所 以 现在 要 计算 的 是 当 水 平面 通过 圆心 时 , 铅 直 
放置 的 一 个 半圆 片 的 一 侧 所 受到 的 水 压力 ， 

如 图 6-30(b) ,在 这 个 圆 片上 取 过 圆心 且 铅 直 向 下 的 直线 为 x 轴 ,过 圆心 的 
水 平 线 为 y 轴 . 对 这 个 坐标 系 来 讲 , 所 讨论 的 半圆 的 方程 为 x +y =R 
(О<х< А). Ж x 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [0,R]. 设 [x,x+tdx] 为 [0,R] 上 的 
任 一 小 区 间 ,半圆 片上 相应 于 [x,x+dx] 的 窗 条 上 各 点 处 的 压强 近似 于 рах, X Ë 
条 的 面积 近似 于 2VR -x dx. 因此 ,这 窄 条 一 侧 所 受 水 压力 的 近似 值 , 即 压 力 元 

dP=2pgx VR’ -x dx. 

于 是 所 求 压 力 为 


R R 
P = f 2pgx/R х? dx = -pg É (R -x°)' A(R -x ) 


F. EA 2 2у3/2 ”_ 2pg p3 
= -pe[3(R а?) | =. 


三 、 引 力 


从 物理 学 知道 ,质量 分 别 为 m, .m, ,相距 为 的 两 质点 间 的 引力 的 大 小 为 


тут, 
, 


F=G 





其 中 G 为 引力 系数 ,引力 的 方向 沿 着 两 质点 的 连 线 方向 . 

如 要 计算 一 根 细 棒 对 一 个 质点 的 引力 ,那么 ,由 于 细 棒 上 各 点 与 该 质点 的 距 
离 是 变化 的 , 且 各 点 对 该 质点 的 引力 的 方向 也 是 变化 的 ,因此 就 不 能 用 上 述 公 式 
来 计算 . 下 面 举例 说 明 它 的 计算 方法 . 
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例 5 设 有 一 长 度 为 !` 线 密度 为 /的 均匀 细 直 棒 ,在 其 中 垂 线 上 距 棒 a 单 
位 处 有 一 质量 为 m 的 质点 М. 试 计算 该 棒 对 质点 M 的 
引力 . 

# ” 取 坐 标 系 如 图 6-31 所 示 ,使 棒 位 于 y 轴 上 ，-: 
质点 M 位 于 x* 轴 上 , 棒 的 中 点 为 原点 О. 取 y 为 积分 变 


量 , 它 的 变化 区 间 为 |- 方 , 廊 |. 设 [y,y+dy] 为 





[2] 上 任 一 小 区 间 ,把 细 直 棒 上 相应 于 [y,y+dy] 
的 一 小 段 近似 地 看 成 质点 ,其 质量 为 wdy, 与 М 相距 r= 6-31 

Va +y .因此 可 以 按照 两 质点 间 的 引力 计算 公式 求 出 这 小 段 细 直 棒 对 质点 M 的 
引力 AF 的 大 小 为 

mudy 
а?+у? 
从 而 求 出 AF 在 水 平方 向 分 力 ДЕ, ВТК, ВРА Br EE А Лл M 的 引力 在 水 平 
方向 分 力 已 .的 元 素 为 


AF=G 





, 


атдду 


пе Are 
(а?+у?)? 
于 是 得 引力 在 水 平方 向 分 力 为 


a Gamu dy- 26тш, 1 __ 
-7 (a ty )? % J4a + 
由 对 称 性 知 ,引力 在 铅 直方 向 分 力 为 F, =0. 


当 细 直 棒 的 长 度 /很 大 时 ,可 视 ! 趋 于 无 穷 . 此 时 ,引力 的 大 小 为 
与 细 棒 垂直 且 由 M 指向 细 棱 . 








2Gmp 方向 


a 


习 Яй 6-3 


1. 由 实验 知道 ,弹簧 在 拉 伸 过 程 中 ,需要 的 力 (单位 :N) 与 伸 长 量 s (单位 :cm) 成 正 
比 , 即 
F=ks (上 是 比例 常数 ). 
如 果 把 弹簧 由 原 长 拉 伸 6 cm, 计 算 所 作 的 功 . 
2. 直径 为 20 cm ,高 为 80 cm 的 圆 简 内 充满 压强 为 10 N/em Р. 设 温度 保持 不 变 ,要 
使 蒸汽 体积 缩小 一 半 , 问 需要 作 多 少 功 ? 
3. (1) 证 明 : 把 质量 为 m 的 物体 从 地 球 表面 升 高 到 4h 处 所 作 的 功 是 
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Rh 
= 180 
R+h ’ 


Hp g 是 重力 加 速度 ,R 是 地 球 的 半径 ; 

(2) 一 颗 人 造 地 球 卫 星 的 质量 为 173 kg, 在 高 于 地 面 630 km 处 进入 轨道 . 问 把 这 颗 卫 星 从 地 
面 送 到 630 km 的 高 空 处 ,克服 地 球 引 力 要 作 多 少 功 ? 已 知 g=9.8 m/s ,地 球 半径 只 =6 370 km. 

4. 一 物体 按 规律 *=ct 做 直线 运动 ,介质 的 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 . 计算 物体 由 x=0 
移 至 x=a 时 ,克服 介质 阻力 所 作 的 功 . 

5. 用 铁 锤 将 一 铁 钉 击 和 木板, 设 木 板 对 铁 杀 的 阻力 与 铁 钉 击 入 木板 的 深度 成 正比 ,在 击 
第 一 次 时 ,将 铁 钉 击 入 木板 1 cm. 如 果 铁 锤 每 次 锤 击 铁 钉 所 作 的 功 相等 , 问 锤 击 第 二 次 时 , 铁 
钉 又 击 人 木板 多 少 ? 

6. 设 一 圆锥 形 贮 水 池 , 深 15 m, O4% 20 m, 盛 满 水 , 今 以 泵 将 水 吸 尽 , 问 要 作 多 少 功 ? 

7. 有 一 闸门 , 它 的 形状 和 尺寸 如 图 6-32 所 示 ,水 面 超过 门 项 2 m. 求 闸门 上 所 受 的 水 压力 . 

8. 酒水 车 上 的 水 箱 是 一 个 横 放 的 椭圆 柱 体 , 尺 寸 如 图 6-33 所 示 . 当 水 箱 装 满 水 时 ,计算 
水 箱 的 一 个 端面 所 受 的 压力 . 





ат | Ат 


图 6—32 6-33 





9. 有 一 等 腰 梯 形 闻 门 , 它 的 两 条 底 边 各 长 10 m 和 6 т, 5 20 m. 较 长 的 底 边 与 水 面相 
齐 .计算 闸门 的 一 侧 所 受 的 水 压力 . 

10. 一 底 为 8 em\ 高 为 6 cm 的 等 腰 三 角形 片 , 铅 直 地 沉没 在 水 中 ,项 在 上 , 底 在 下 且 与 水 
面 平行 ,而 顶 离 水 面 3 cm , 试 求 它 每 面 所 受 的 压力 . 

п. 设 有 一 长 度 为 人. 线 密度 为 上 的 均匀 细 直 棒 ,在 与 棒 的 一 端 垂 直 距 离 为 c 单位 处 有 一 
质量 为 m 的 质点 M , 试 求 这 细 棒 对 质点 M 的 引力 . 

12. 设 有 一 半径 为 尽 . 中 心 角 为 ”的 圆 弧 形 细 棒 ,其 线 密度 为 常数 从 在 圆心 处 有 一 质量 
为 т 的 质点 M. 试 求 这 细 棒 对 质点 M 的 引力 . 


总 习题 六 


1. 填空 : 
(1) 曲线 y=x -5x +6x 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 4= 
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8 
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(2) та y2- x) EAMT 1=<x<3 的 一 段 弧 的 长 度 ;= 


2. 以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 

(1) 设 z 轴 上 有 一 长 度 为 !. 线 密度 为 常数 人 的 细 棒 ,在 与 细 棒 右 端的 距离 为 处 有 一 质 
量 为 m 的 质点 M (图 6-34) ,已 知 万 有 引力 常量 为 6, 则 质点 M 与 细 棒 之 间 的 引力 的 大 小 为 
( ); 


Сту, 
w f еш үм СВ ету dx 
C 
(C) 2 бт. кс». (p aji бш. TE 
at i nts LL ea 
о M x 
图 6-34 


(2) 设 在 区 间 [a,b] F.f(x)>0,f'(z)>0,f"(x)<0. ФА, = [лова =/(а) (b-a), 


21-0709) afb) ] (b-a) WEC). 


(A) А, <А, <А, (В) А, <А, <А; 

(С) А, <А, <А, (D) А,<А, <А, 

з. 一 金属 棒 长 3 m, É FE ZE x m 处 的 线 密度 为 p(x*)= 
ү!" 问 * 为 何 值 时 ,[0,z] 一 段 的 质量 为 全 棒 质 量 的 

4. 求 由 曲线 p=asin Ө,р=а( соз 0+sin 0) (a>0) 所 围 图 形 公 
共 部 分 的 面积 . 

5. 如 图 6-35 所 示 ,从 下 到 上 依次 有 三 条 曲线 :y=x ,y=2x? 
和 С. 假设 对 曲线 y=2x* 上 的 任 一 点 P, 所 对 应 的 面积 4 和 B 恒 
相等 , 求 曲线 C 的 方程 . 图 6-35 


6. 设 抛物 线 y=ax +bx+c 通过 点 (0,0) , 且 当 xs[0,1] 时 ,y>>0. 试 确定 a,b,c 的 值 ,使 得 





抛物 线 y=ax +bx+tc 与 直线 x=1,y=0 所 围 图 形 的 面积 为 -3 , 且 使 该 图 形 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 


旋转 体 的 体积 最 小 . 
7. 过 坐标 原点 作曲 线 y=ln x 的 切线 ,该 切线 与 曲线 y=ln x 及 x 轴 围 成 平面 图 形 D. 
(1) 求 平面 图 形 D 的 面积 4 
(2) 求 平面 图 形 D 绕 直 线 x= e 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 V. 
8. ЖЕНШ у=хт,{ $х=4 及 x 轴 所 围 图 形 绕 y 轴 旋转 而 成 的 旋转 体 的 体积 . 
9. 求 圆 盘 (x-2)*+y*<1 绕 y 轴 旋转 而 成 的 旋转 体 的 体积 . 
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10. 求 抛物 线 у= x +y =3 所 截 下 的 有 限 部 分 的 弧 长 


11. 半径 为 的 球 沉 人 水 中 , 球 的 上 部 与 水 面相 切 , 球 的 密度 与 水 相同 , 现 将 球 从 水 中 取 
出 , 需 作 多 少 功 ? 

12. 边 长 为 a 和 的 矩形 薄板 ;与 液 面 成 a 角 斜 沉 于 液体 内 ,长 边 平行 于 液 面 而 位 于 深 h 
处 , 设 a>b ,液体 的 密度 为 p, 试 求 薄板 每 面 所 受 的 压力 . 

13. 设 星 形 线 x=acos't,y=asin' 上 每 一 点 处 的 线 密度 的 大 小 等 于 该 点 到 原点 距离 的 立 
方 ,在 原点 0 处 有 一 单位 质点 , 求 星 形 线 在 第 一 象限 的 弧 眉 对 这 质点 的 引力 . 

14. 某 建筑 工程 打 地 基 时 , 需 用 汽 锤 将 桩 打 进 土 层 . 汽 锤 每 次 击 打 ,都 要 克服 土 层 对 桩 的 
阻力 作 功 . 设 土 层 对 桩 的 阻力 的 大 小 与 桩 被 打 进 地 下 的 深度 成 正比 (比例 系数 为 上 ,k>0). W 
锤 第 一 次 击 打 将 桩 打 进 地 下 a m. 根据 设计 方案 ,要 求 汽 锤 每 次 击 打桩 时 所 作 的 功 与 前 一 次 
击 打 时 所 作 的 功 之 比 为 常数 (O<r<1). 问 

(1) 汽 锤 击 打桩 3 次 后 ,可 将 桩 打 进 地 下 多 深 ? 

(2) 若 击 打 次 数 不 限 , 则 汽 锤 至 多 能 将 桩 打 进 地 下 多 深 ? 
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函数 是 客观 事物 的 内 部 联系 在 数量 方面 的 反映 ,利用 函数 关系 又 可 以 对 客 
观 事物 的 规律 性 进行 研究 . 因此 如 何 寻 求 函 数 关系 ,在 实践 中 具有 重要 意义 .在 
许多 问题 中 ,往往 不 能 直接 找 出 所 需要 的 函数 关系 ,但 是 根据 问题 所 提供 的 情 
况 , 有 时 可 以 列 出 含有 要 找 的 函数 及 其 导数 的 关系 式 . 这 样 的 关系 式 就 是 所 谓 微 
分 方程 . 微分 方程 建立 以 后 ,对 它 进行 研究 , 找 出 未 知 函数 来 ,这 就 是 解 微分 方程 . 本 
章 主要 介绍 微分 方程 的 一 些 基 本 概念 和 几 种 常用 的 微分 方程 的 解法 . 


第 一 节 ”微分 方程 的 基本 概念 


下 面 我 们 通过 几何 、 力 学 及 物理 学 中 的 几 个 具体 例题 来 说 明 微分 方程 的 基 
本 概念 . 

例 1 一 曲线 通过 点 (1,2) ,和 且 在 该 曲线 上 任 一 点 M(x,y) 处 的 切线 的 斜率 
为 2*, 求 这 曲线 的 方程 . 

解 ” 设 所 求 曲线 的 方程 为 Y=g(x). 根据 导数 的 几何 意义 ,可 知 未 知 函 数 y= 
ф(х) Мій КА 


Woas. (1-1) 
此 外 ,未 知 函 数 y=g(x) 还 应 满足 下 列 条 件 : 
x=1 时 ,y=2. (1-2) 
把 (1-1) 式 两 端 积分 ,得 
у= {2xdx 即 y=x?+C， (1-3) 


Кр С 是 任意 常数 . 
把 条 件 “x=1 时 ,y=2" 代 入 (1-3) 式 ,得 
2=12+C， 
由 此 定 出 C=1. 把 C=1 代入 (1-3) 式 , 即 得 所 求 曲线 方程 
y=x +1. (1-4) 
例 2 列车 在 平 直线 路 上 以 20 m/s (相当 于 72 km/h) 的 速度 行驶 , 当 制 动 
时 列车 获得 加 速度 -0.4 m/s. 问 开 始 制 动 后 多 少时 间 列 车 才能 停 住 以 及 列车 在 
这 段 时 间 里 行驶 了 多 少 路 程 ? 
解 ” 设 列车 在 开始 制 动 后 ts 时 行驶 了 s m. 根据 题 意 ,反映 制 动 阶段 列车 运 
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动 规律 的 函数 ;=s(t) 应 满足 关系 式 
а? 


2.69.4. (1-5) 
ЮУК, ЖАР s =s (1) Жл ЛЕ F 3 2845: 
1=0 时 ,s=0,0= 学 =20. (1-6) 
把 (1-5) 式 两 端 积分 一 次 ,得 
0= 蛙 =-0.41+C， (1-7) 
再 积分 一 次 ,得 
s=-0.20 +C t+C, , (1-8) 


这 里 C, ,C, 都 是 任意 常数 . 
把 条 件 “t=0 时 ,v=20” 代 入 (1-7) 式 ,得 
20=С,, 
把 条 件 “t=0 时 ,s=0” 代 入 (1-8) 式 ,得 
0=С,. 
把 C,,C: 的 值 代 和 人 (1-7) 及 (1-8) 式 ,得 
u=-0.4:+20, (1-9) 
s=-0. 2°+201. (1-10) 
在 (1-9) 式 中 令 >=0, 得 到 列车 从 开始 制 动 到 完全 停 住所 需 的 时 间 
20 
0.4 
再 把 上 =50 代入 (1-10) 式 ,得 到 列车 在 制 动 阶段 行驶 的 路 程 
s=-—0. 2x50°+20x50 =500( m). 
上 述 两 个 例子 中 的 关系 式 (1-1) 和 (1-5) 都 含有 未 知 函 数 的 导数 ,它们 都 
是 微分 方程 . 一 般 地 , 凡 表 示 未 知 函 数 、 未 知 函数 的 导数 与 自 变 量 之 间 的 关系 的 
方程 ,叫做 微分 方程 ,有 时 也 简称 方程 . 
微分 方程 中 所 出 现 的 未 知 函 数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 ,叫做 微分 方程 的 阶 . 例 
如 ,方程 (1-1) 是 一 阶 微分 方程 ,方程 (1-5) 是 二 阶 微分 方程 . 又 如 ,方程 


EDE 2," 


x` у"+х?у"—4ху'=3х? 


t =50(s). 


是 三 阶 微分 方程 ,方程 
y —4y"+10y"-12y'+5y=sin 2x 
是 四 阶 微分 方程 . 
一 般 地 ,n 阶 微分 方程 的 形式 是 
F(x,y,y у )= 0. (1-11) 
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这 里 必须 指出 ,在 方程 (1-11) 中 ,y" 是 必须 出 现 的 ,而 x,y,y',…,y"" 等 变量 
则 可 以 不 出 现 . 例如 阶 微分 方程 
y” +1=0 
中 , 除 y” 外 ,其 他 变量 都 没有 出 现 . 
如 果 能 从 方程 (1-11) 中 解 出 最 高 阶 导 数 , 则 可 得 微分 方程 

y” =f(s,y,y' s y). (1-12) 
以 后 我 们 讨论 的 微分 方程 都 是 已 解 出 最 高 阶 导 数 的 方程 或 能 解 出 最 高 阶 导数 的 
方程 . 

由 前 面 的 例子 我 们 看 到 ,在 研究 某 些 实际 问题 时 ,首先 要 建立 微分 方程 , 然 
后 找 出 满足 微分 方程 的 函数 ( 解 微分 方程 ) ,就 是 说 , 找 出 这 样 的 函数 ,把 这 函数 
代入 微分 方程 能 使 该 方程 成 为 恒等式 . 这 个 函数 就 叫做 该 微分 方程 的 解 . 确切 地 
0, ВР ysol) EKAI EE 阶 连续 导数 ,如 果 在 区 间 7 上 ， 

Е[х,Фф(х),ф'(х),:--,ф" (х) ] =0, 
那么 函数 y=p(x) 就 叫做 微分 方程 (1-11) 在 区 间 了 上 上 的 解 . 

例如 ,函数 (1-3) 和 (1-4) 都 是 微分 方程 (1-1) 的 解 ,函数 (1-8) 和 (1-10) 
都 是 微分 方程 (1-5) 的 解 . 

如 果 微 分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 , 且 任 意 常 数 的 个 数 与 微分 方程 的 阶 数 
相同 也, 这 样 的 解 叫 做 微分 方程 的 通 解 . 例如 ,函数 (1-3) 是 方程 (1-1) 的 解 , 它 
含有 一 个 任意 常数 ,而 方程 (1-1) 是 一 阶 的 ,所 以 函数 (1-3) 是 方程 (1-1) 的 通 
Ж. 又 如 ,函数 (1-8) 是 方程 (1-5) 的 解 , 它 含 有 两 个 任意 常数 ,而 方程 (1-5) 是 
二 阶 的 ,所 以 函数 (1-8) 是 方程 (1-5) 的 通 解 . 

由 于 通 解 中 含有 任意 常数 ,所 以 它 还 不 能 完全 确定 地 反映 某 一 客观 事物 的 
规律 性 . 要 完全 确定 地 反映 客观 事物 的 规律 性 ,必须 确定 这 些 常数 的 值 . 为 此 ,要 
根据 问题 的 实际 情况 ,提出 确定 这 些 常数 的 条 件 . 例如 , 例 1 中 的 条 件 (1-2) 及 
例 2 中 的 条 件 (1-6) 便 是 这 样 的 条 件 . 

设 微分 方程 中 的 未 知 函 数 为 yY=p(x) ,如 果 微 分 方程 是 一 阶 的 ,通常 用 来 确 
定 任 意 常 数 的 条 件 是 

XY=%o 时 ,y=yo， 
或 写成 
yl... =o, 
其 中 x。 ,yo 都 是 给 定 的 值 ;如 果 微 分 方程 是 二 阶 的 ,通常 用 来 确定 任意 常数 的 条 





@ 这 里 所 说 的 任意 常数 是 相互 独立 的 ,就 是 说 ,它们 不 能 合并 而 使 得 任意 常数 的 个 数 减 少 (参看 本 
章 第 六 节 关 于 函数 组 的 线性 相关 性 ). 
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件 是 
x=xo 时 ,Y=yo,y =y0 ， 
或 写成 
yl Yos Y |... To › 
其 中 x。 ,yo 和 ys 都 是 给 定 的 值 . 上 述 这 种 条 件 叫 做 初 值 条 件 . 
确定 了 通 解 中 的 任意 常数 以 后 ,就 得 到 微分 方程 的 特 解 . 例如 (1-4) 式 是 方 
程 (1-1) 满 足 条 件 (1-2) 的 特 解 ,(1-10) 式 是 方程 (1-5) 满 足 条 件 (1-6) 
的 特 解 . 
求 微分 方程 y =f(%,y) 满 足 初 值 条 件 y1,.,, =yo 的 特 解 这 样 一 个 问题 ,叫做 
一 阶 微分 方程 的 初 值 问题 , 记 作 
ад 
yl, = Уо 
微分 方程 的 解 的 图 形 是 一 条 曲线 ,叫做 微分 方程 的 积分 曲线 . 初 值 问 题 
(1-13) 的 几何 意义 ,就 是 求 微分 方程 的 通过 点 (x,yo) 的 那 条 积分 曲线 . 二 阶 微 
分 方程 的 初 值 问题 





(1-13) 


е š; 

yl... =Уо›У'1.-., =7% 

的 几何 意义 ,是 求 微分 方程 的 通过 点 (zxo,yo) 且 在 该 点 处 的 切线 斜率 为 ye 的 那 
条 积分 曲线 . 


例 3 验证 :函数 
x=C cos kt+C,sin kt (1-14) 
是 微分 方程 
Erker=0 (1-15) 
的 解 . 
解 求 出 所 给 函数 (1-14) 的 导数 
于 = -Cisin kt+kC cos kt, (1-16) 
dx 


w“ -k° C, cos kt-k°C,sin = (С, cos kt+C,sin kt). 


т x 的 表达 式 代 入 方程 (1-15) ,得 


2 (C cos kt+C,sin kt) +k) (Cicos kt+C,sin kt) = 0. 
函数 (1-14) 及 其 二 阶 导数 代入 方程 (1-15) 后 成 为 一 个 恒等式 ,因此 函数 
(1-14) 是 微分 方程 (1-15 ) 的 解 . 
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例 4 已 知 函 数 (1-14) 当 0 时 是 微分 方程 (1-15 ) 的 通 解 , 求 满足 初 值 
条 件 


dx 
álo A, dr кс, 
的 特 解 . 
解 ” 将 条 件 “t=0 时 ,x=A4” 代 入 (1-14) 式 得 
С,=А. 


将 条 件 “t=0 时 ,学 =0” 代 入 (1-16) 式 ,得 


C, =0. 
把 C,,C: 的 值 代 入 (1-14) 式 ,就 得 所 求 的 特 解 
х= Асоѕ kt. 
2] Ай 7-1 

1. 试 说 出 下 列 各 微分 方程 的 阶 数 : 
(1) х(у')*-2уу'+х=0; (2)?у"-ху'+у=0; 
(3) xy"+2y"+x°y=0; (4) (7х-бу)ах+(х+у)д4у=0; 

#0 0690,0 o, СИС 
(5) La +R ТЫС а (6) qg p= sin 0. 


2. 指出 下 列 各 题 中 的 函数 是 否 为 所 给 微分 方程 的 解 : 

(1) яу'=2у,у=5а°; 

(2) у"+у=0,у= Зѕіп х-4соз х; 

(3) у"-2у'+у=0,у=а?е"; 

(4) у"-(А,+А,)у'+А А, у= 0, у= Се +С, е2". 

3. 在 下 列 各 题 中 ,验证 所 给 二 元 方程 所 确定 的 函数 为 所 给 微分 方程 的 解 : 

(1) (x-2y)y’=2x-y,x -xy+y =C; 

(2) (ху-х)у"+ху'*+уу'—-2у'=0,у=1п(ху). 

4. 在 下 列 各 题 中 ,确定 函数 关系 式 中 所 含 的 参数 ,使 函数 满足 所 给 的 初 值 条 件 : 

(1) х*-у*=С,у!,=5; 

(2) у= (С,+С,х)е ,yl „=0,у'!,„=1; 

(3) у= С ѕіп(х-С,) ,yl =1,y 1 -=0. 

5. 写 出 由 下 列 条 件 确定 的 曲线 所 满足 的 微分 方程 : 

(1) 曲线 在 点 (*,y) 处 的 切线 的 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 平方 ; 

(2) 曲线 上 点 P(x,y) 处 的 法 线 与 x* 轴 的 交点 为 8, 且 线段 PQ 被 y 轴 平分 . 

6. 用 微分 方程 表示 一 物理 命题 : 某 种 气体 的 压强 p 对 于 温度 了 的 变化 率 与 压强 成 正比 ， 
与 温度 的 平方 成 反比 . 
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7. 一 个 半球 体形 状 的 雪 堆 ,其 体积 融化 率 与 半球 面 面 积 4 成 正比 ,比例 系数 k>0. 假设 在 
融化 过 程 中 雪 堆 始终 保持 半球 体 状 ,已 知 半径 为 的 雪 堆 在 开始 融化 的 3 小 时 内 ,融化 了 其 


体积 的 了 , 问 雪 堆 全 部 融化 需要 多 少 小 时 ? 


第 二 节 可 分 离 变量 的 微分 方程 


本 节 至 第 四 节 ,我 们 讨论 一 阶 微分 方程 


y'=f(x,y) (2-1) 
的 一 些 解 法 . 
一 阶 微分 方程 有 时 也 写成 如 下 的 对 称 形式 : 
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0. (2-2) 


在 方程 (2-2) 中 ,变量 % 与 y 对称 , 它 既 可 看 作 是 以 x 为 自 变量 y 为 因 变 量 的 
方程 


dy__P(x,y) 
dx Q(x,y) 
(这 时 Q(x,y) 0) ,也 可 看 作 是 以 y 为 自 变量 x 为 因 变 量 的 方程 
Чх __@(х,у) 
dy Р(х,у) 


(这 时 Р(х,у) #0). 
在 第 一 节 的 例 1 中 ,我们 遇 到 一 阶 微分 方程 
d 


二 =2x， 
或 
dy =2xdx. 
把 上 式 两 端 积分 就 得 到 这 个 方程 的 通 解 
y=x +C. 
但 是 并 不 是 所 有 的 一 阶 微分 方程 都 能 这 样 求解 . 例如 ,对 于 一 阶 微分 方程 
Yoa (2-3) 


就 不 能 像 上 面 那样 用 直接 对 两 端 积分 的 方法 求 出 它 的 通 解 . 这 是 什么 缘故 呢 ? 
原因 是 方程 (2-3) 的 右 端 含有 与 “存在 函数 关系 的 变量 y, 积 分 


| 2ху? dx 


求 不 出 来 ,这 是 困难 所 在 . 为 了 解决 这 个 困难 ,在 方程 (2-3) 的 两 端 同时 乘 党 ,使 
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方程 (2-3) 变 为 
dy йз, 
y 
这 样 ,变量 x 与 y 已 分 离 在 等 式 的 两 端 ,然后 两 端 积 分 得 


sa 
y 
或 
(2-4) 


其 中 C 是 任意 常数 . 

可 以 验证 ,函数 (2-4) 确实 满足 一 阶 微分 方程 (2-3), 且 含有 一 个 任意 常 
数 ,所 以 它 是 方程 (2-3 ) 的 通 解 . 

一 般 地 ,如果 一 个 一 阶 微分 方程 能 写成 

g(y)dy=f(x)dx (2=5) 

的 形式 ,就 是 说 ,能 把 微分 方程 写成 一 端 只 含 y 的 函数 和 dy, 另 一 端 只 含 x 的 函 
数 和 dx ,那么 原 方程 就 称 为 可 分 离 变 量 的 微分 方程 . 

假定 方程 (2-5 ) 中 的 函数 g(y) 和 f(x) 是 连续 的 . 设 yY=gp(x) 是 方程 (2-5) 
的 解 ,将 它 代入 (2-5) 中 得 到 恒等式 

glolx)l]o'(x)dx=f(x)dx. 

H ERARA, ЗЕН ysgol) 引进 变量 y, 49 


fea = [f(x) ax. 


Ж С(у) Ж Р(х) ЖИ абу) Ж f(x) РАЖ. TEA 

G(y)=F(x)+C. (2-6) 
因此 ,方程 (2-5) 的 解 满足 关系 式 (2-6). 反 之 ,如 果 y=@(xz) 是 由 关系 式 (2-6) 
所 确定 的 隐 函 数 , 那 么 在 (у) #0 的 条 件 下 ,y= 理 (x) 也 是 方程 (2-5) 的 解 , 事 
实 上 ,由 隐 范 数 的 求 导 法 可 知 , 当 g(y) 关 0 时 ， 
F'(x)_ f(a) 
G'(y) g(y)’ 
这 就 表示 函数 y=B(x) 满 足 方程 (2-5). 所以, 如果 已 分 离 变 量 的 方程 (2-5 ) 中 ， 
g(y) 和 f(x) 是 连续 的 , 且 g(y) 关 0, 那 么 (2-5) 式 两 端 积 分 后 得 到 的 关系 式 
(2-6) ,就 用 隐 式 给 出 了 方程 (2-5) 的 解 ,(2-6) 式 就 叫做 微分 方程 (2-5) 的 隐 
式 解 . 又 由 于 关系 式 (2-6) 中 含有 任意 常数 ,因此 (2-6) 式 所 确定 的 隐 函 数 是 方 
程 (2-5) 的 通 解 ,所 以 (2-6) 式 叫做 微分 方程 (2-5 ) ПОНЕС Ч /(х) #0 HJ. 
(2-6) 式 所 确定 的 隐 上 函数 x= 严 (y) 也 可 认为 是 方程 (2-5) 的 解 ). 


ф'(х)= 
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例 1 求 微 分 方程 


和 =2xy (2-7) 
的 通 解 . 
解 ” 方程 (2-7) 是 可 分 离 变量 的 ,分 离 变 量 后 得 
ЧУ gy, 
y 
两 端 积分 
d 
а = | 2xdx, 
得 
Inlyl =x +C,, 
从 而 


у= teltene”, 
Wte ВАЕ, Ж y=0 也 是 方程 (2-7) 的 解 , 故 得 方程 (2-7) 的 通 角 
у= Ce". 

例 2 放射 性 元 素 铀 由 于 不 断 地 有 原子 放射 出 微粒 子 而 变 成 其 他 元 素 , 铀 
的 含量 就 不 断 减少 ,这 种 现象 叫做 训 变 . 由 原子 物理 学 知道 , 铀 的 衰变 速度 与 当 
时 未 训 变 的 铀 原子 的 含量 M 成 正比 .已 知 4=0 时 铀 的 含量 为 M, , 求 在 训 变 过 程 
中 铀 含量 守 (1) 随 时 间 1 变化 的 规律 . 

解 ” 负 的 衰变 速度 就 是 M(t) 对 时 间 t 的 导数 全 由 于 铀 的 衰变 速度 与 其 含 
量 成 正比 , 故 得 微分 方程 

——=-АМ, (2-8) 
其 中 入 (A>0) 是 常数 ,叫做 衰变 系数 ,A 前 置 负 号 是 由 于 当 上 增加 时 М 单调 减 
> B co 的 缘故 


按 题 意 , 初 值 条 件 为 
MI1_ =M,. 
方程 (2-8 ) 是 可 分 离 变 量 的 . 分 离 变 量 后 得 
dM 
w Adt. 
两 端 积分 


[Z = сле, 
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以 In С 表示 任意 常数 ,考虑 到 M>0 ,得 
| ln M=-àÀt+ln С, 


В 
М = Се“. 
这 就 是 方程 (2-8) 的 通 解 . 以 初 值 条 件 代 人 上 式 , 得 
М„=Се"=С, 
所 以 
М=М,е“, 


这 就 是 所 求 铀 的 衰变 规律 . 由 此 可 见 , 铀 的 含量 随时 间 的 增加 而 按 指 数 规律 衰减 
(97-1). 

例 3 ФМФ РЕ, ТЗ В J PRE pK P EE , JE D26868 95 
ОЮК ПЕ (a= 0) HENE ЖЕТЕ АЎ F ТЮШ BE ЕРЕ [Н] j РАС Ж. 

解 ” 设 降落 使 下 落 速 度 为 v(1). 降落 伞 在 空中 下 落 时 ,同时 受到 重力 尸 与 
阻力 R 的 作用 (图 7-2). 重力 大 小 为 mg 方向 与 ?一致 ;阻力 大 小 为 (为 比 
例 系 数 ) ,方向 与 v 相反, 从 而 降落 使 所 受 外 力 为 

F =mg-kv. 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 
F=ma 


(其 中 a 为 加 速度 ) ,得 函数 o Ct) ДУ ДЕТ) Jr Же у 


m т = твр. (2-9) 
按 题 意 , 初 值 条 件 为 
01,0 = 0. 
M 
м, 
О t 
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dv _ dt 
mg-kv m’ 





两 端 积 
| do _ fùd 
mg -kv J m’ 





考虑 到 mg-kv>0 ,得 
Aiat mg—kuv)= T G, i 
k m 
即 


或 





p= iË ораг (с=-°7 E (2-10) 


这 就 是 方程 (2-9) 的 通 解 . 
将 初 值 条 件 v1,.。=0 代入 (2-10) 式 ,得 


___ "Е 
С = L: 
于 是 所 求 的 特 解 为 
s= E(1_ 0). (2-11) 


由 (2-11) 可 以 看 出 , 随 着 时 间 1 的 增 大 ,速度 v 逐渐 接近 于 常数 < HLEA 


超过 - ,也 就 是 说 ,跳伞 后 开始 阶段 是 加 速 运动 ,但 以 后 逐渐 接近 于 等 速 运动 . 


例 4 有 高 为 1 m 的 半球 形容 器 ,水 从 它 的 底部 小 孔 流 出 ,小 孔 横 截面 面积 
为 1 ст? (图 7-3). 开始 时 容器 内 盛 满 了 水 , 求 水 从 小 孔 流 出 过 程 中 容器 里 水 面 
的 高 度 h (水 面 与 孔 口 中 心间 的 距离 ) 随 时 间 t 变化 的 规律 ,并 求 水 流 完 所 需 的 
时 间 . 

解 ”由 力学 知道 ,水 从 孔 口 流出 的 流量 ( 即 通过 扎 口 横 截 面 的 水 的 体积 了 
对 时 间 “上 的 变化 率 )O 可 用 下 列 公 式 计算 : 


Q= =S VIe, (2-12) 


其 中 上 为 流量 系数 ,由 实验 测 得 k=0. 62,5 HFL O RRR, g 为 重力 加 速度 . 
男 一 方面 , 设 在 微小 时 间 间 隔 [t,t+dij] 内 ,水 面 高 度 由 h 降 至 h+dh (dh< 

0) , 则 又 可 得 到 
dV=—mr dh, (2-13) 
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其 中 > 是 时 刻 ;时 的 水 面 半径 (图 7-3) , 右 端 置 负 号 是 由 于 dh<0 而 dV>0 的 缘 
故 . 又 因 

r= /1°-(1-В)* = /2h-h , 
所 以 (2-13) 式 变 成 


dV=-rn(2h-h° )dh. (2-14) 
比较 (2-12) 和 (2-14) 两 式 ,得 
kSV2gh dt=-—m(2h-h’ ) dh, (2-15) 


这 就 是 未 知 函 数 h=h(1) 应 满足 的 微分 方程 . 
此 外 ,开始 时 容器 内 的 水 是 满 的 ,所 以 未 知 函 数 h=h(t) 还 应 满足 下 列 初 值 
条 件 : 











hl,o=1. (2-16) 
方程 (2-15 ) 是 可 分 离 变量 的 . 分 离 变量 后 得 
dt=- (2h? -h?)dh. 
sA 
两 端 积分 ,得 
t= adag], (2-17) а 
其 中 C 是 任意 常数 . 
把 初 值 条 件 (2-16) 代 入 (2-17) 式 ,得 
Ce 
3 5 15 


把 所 得 的 C 值 代 人 (2-17) 式 并 化 简 ,就 得 
14т [ 10,2 3 н). 


Ё =—— 1—7 АТ+—- h? 
15 kSV2g\ 7 
ІЦ k=0.62,S=10 m° ,zg=9.8 m/s 代 人 上 式 , 计 算 后 可 得 


t=1.068x10*( 1—7 ы, 


上 式 表 达 了 水 从 小 孔 流 出 ee wa h 与 时 间 t 之 间 的 函数 
关系 . 由 此 可 知 水 流 完 所 需 的 时 间 为 
1=1. 068х10* s=2 h 58 min. 
这 里 还 要 指出 ,在 例 4 中 我 们 是 通过 对 微小 量 dy 的 分 析 得 到 微分 方程 
(2-15) 的 . 这 种 微小 量 分 析 的 方法 ,也 是 建立 微分 方程 的 一 种 常用 方法 . 


192 Жз в) сә). 
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1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 


(1) xy'—yln y=0; (2) 3х°+5х-5у'=0; 

(3) Vl- y'= у-у? (4) у'-ху'=а(у*+у'); 

(5) seeix tan уёйх+зес “у tan zdy=0; (б) ЕН =10*°?; 

(7) (е-е) ах (е ?+e’)dy=0; (8) cos х віп убх+зіп х сов ydy=0; 
(9) (у+1)?4 ы? =0; (10) ydx+(x’ -4x)dy=0. 


2， 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 ， 
(1) у'=е”? :71,.0=0; 


“A ; ; т 
(2) cos x sin ydy=cos у sin хЧх,у!,_, =, 


(3) у'вїп x=yln y,yl| _т=е; 
- 790 


(4) cos ydx+( же“) віп ydy=0,yl,., = 


(5) z=dy+*2yds&=0,yl, „=1. 

3. (Е TKA IEE do. Б 10 cm, 项 角 为 60" ,漏斗 下 面 有 面积 为 0.5 em 的 
她 , 求 水 面 高 度 变 化 的 规律 及 水 流 完 所 需 的 时 间 ， 

4. 质量 为 1g 的 质点 受 外 力作 用 做 直线 运动 ,这 外 力 和 时 间 成 正比 ,和 质点 运动 的 速度 
成 反比 .在 5=10s 时 ,速度 等 于 50 cm/s, 外 力 为 4g* em/s , 问 从 运动 开始 经 过 了 1 min 后 的 
速度 是 多 少 ? 

5， 蚀 的 衰变 有 如 下 的 规律 : 镭 的 衰变 速度 与 它 的 现存 量 R pR EK. 由 经 验 材 料 得 知 , 镭 
经 过 1 600 年 后 ,只 余 原始 量 R, 的 一 半 . 试 求 镭 的 现存 量 R 与 时 间 1 的 函数 关系 . 

6 一 曲线 通过 点 (2,3) , 它 在 两 坐标 轴 问 的 任 一 切线 线段 均 被 切 点 所 平分 , 求 这 曲线 方程 . 

7 小船 从 河 边 点 0 处 出 发 驶 向 对 岸 ( 两 岸 为 平行 直线 ). 设 船 速 为 a, 船 行 方向 始终 与 河 
岸 徘 直 ,又 设 河 宽 为 有 ,河中 任 一 点 处 的 水 流速 度 与 该 点 到 两 岸 距离 的 乘积 成 正比 (比例 系数 
为 上 ). 求 小 船 的 航行 路 线 . 


第 三 节 齐 次 方程 


一 、 齐 次 方程 


如 果 一 阶 微分 方程 可 化 成 


308. 








的 形式 ,那么 就 称 这 方程 为 齐 次 方程 ,例如 
(xy-y° )dx-(x°-2xy)dy=0 


是 齐 次 方程 ,因为 它 可 化 成 








dy _ ху-у 
dx x —2xy 
Bj 
y EAN 
Үс: 
dx -2{2) 
在 齐 次 方程 
dy_ (y> 
=el z] 
中 ,引进 新 的 未 知 函 数 
a= 
=? 
就 可 把 它 化 为 可 分 离 变量 的 方程 . 因为 由 (3-2) 有 
y=ux Чы 
а ”dx ах’ 
代入 方程 (3-1) , 便 得 方程 
и+х =e (u), 
Bp 
x zolu) -u 
分 离 变 量 ,得 
du ах 
e(u)-u x` 
两 端 积分 ,得 
_ [9 





du 
кт -u Jx 
求 出 积分 后 ,再 以 二 代替 “，, 便 得 所 给 齐 次 方程 的 通 解 . 


例 1 解 方程 


(3-2) 
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解 ” 原 方程 可 写成 








因此 是 齐 次 方程 . 令 二 =u, 则 
у=хи You «=, 
于 是 原 方程 变 为 
зна as и 

dx и-1 
即 

dx u-1 
分 离 变 量 ,得 


两 端 积分 ,得 
u-lnlu|l+C, =lnlx|, 
或 写 为 


lInlxul=u+C,. 


以 二 代 上 式 中 的 4, 便 得 所 给 方程 的 通 解 为 


Inlyl =-—+С, 或 у= Се? (С=+е“). 


例 2 探照灯 的 聚 光 镜 的 镜面 是 一 张 旋转 曲面 , 它 
的 形状 由 хОу 坐标 面 上 的 一 条 曲线 工 绕 x 轴 旋 转 而 成 . 
按 聚 光 镜 性 能 的 要 求 ,在 其 旋转 轴 (x 轴 ) 上 一 点 0 处 发 
出 的 一 切 光 线 ,经 它 反射 后 都 与 旋转 轴 平 行 . 求 曲线 L 
的 方程 . 

解 ”将 光源 所 在 之 O 点 取 作 坐标 原点 (如 图 7-4) ， 
HH LAF y> 范围 内 . 图 7-4 

设 点 M(x,y) 为 L 上 的 任 一 点 ,点 O 发 出 的 某 条 光 
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线 经 点 M 反射 后 是 一 条 与 x 轴 平 行 的 直线 MS. 又 设 过 点 M 的 切线 AT Ej x 轴 的 
夹 角 为 а. 根据 题 意 , < SMT=a. 另 一 方面 , < OMA 是 人 射 角 的 余 角 , Z SMT 是 反 
射 角 的 余 角 ,于 是 由 光学 中 的 反射 定律 有 LOMA= / SMT =a. 从 而 AO = ОМ, fH 


A0=AP-0P=PMcot a-OP= 二 -x*, 而 ОМ =x +y. 于 是 得 微分 方程 
y 


二 -= +y. 
y 
把 x 看 作 因 变量 ,y 看 作 自 变量 , 当 y>0 时 ,上 式 即 为 


dx x x ү 
as, (жа, 
y 


这 是 齐 次 方程 . 5-9-0, уо, оу D RAER, 48 
y dy dy 





即 
dv 7 
—= „v +1. 
Y dy 
分 离 变 量 ,得 
dv _dy 
v+l Y 
积分 ,得 
In(v+Vv +1 )= In y-ln C, 
或 
v/v +1 =: 
H 
2 
(2-9) =u +1, 
得 
у? 2w] 
гры. 


以 yo=x 代 人 上 式 , 得 
›*=2С(«+у. 
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“二 、 可 化 为 齐 次 的 方程 


方程 


dy aw+by+e 


dx ax+b y+c, 
当 c=c =0 时 是 齐 次 的 ,否则 不 是 齐 次 的 . 在 非 齐 次 的 情形 ,可 用 下 列 变换 把 它 
化 为 齐 次 方程 : 令 
x=X+h, y=Y+k, 
其 中 hh 及 上 是 待定 的 常数 .于 是 
dx=dX, dy=dY, 
从 而 方程 (3-3 ) 成 为 


dyY aX+bY+ah+bk+c 
dX a X+b У+а h+b k+c ` 











如 果 方 程 组 

ah+bk+c=0, 

wenn =0 

b b 

的 系数 行列 式 |” p томат даили A ж K BEERE EBD 
程 组 . 这 样 ,方程 (3-3) 便 化 为 齐 次 方程 

dy_ aX+bY 

dX a,X+b, Y 


求 出 这 齐 次 方程 的 通 解 后 ,在 通 解 中 以 x-h IÑ X,y-k 代 了 , 便 得 方程 (3-3) 的 通 解 . 
= a, b, 
当时 = 时, 及 此 无 法 求 得 ,因此 上 述 方 法 不 能 应 用 . 但 这 时 令 二 = 二 =》 ,从 而 


方程 (3-3) 可 写成 
dy_ ах+бу+с _ 
dx À(ax+by)+c, 
引入 新 变量 v=ax+by, Л 
doa 或 ЧУ_1/40_ 
amt Ж | a) 


于 是 方程 (3-3 ) 成 为 





这 是 可 分 离 变量 的 方程 . 
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以 上 所 介绍 的 方法 可 以 应 用 于 更 一 般 的 方程 
ау y ах+бу+с 
dx | es 





例 3 解 方程 
(2x+y-4)dx+(x+y-1)dy=0. 
解 ” 所 给 方程 属 方程 (3-3) 的 类 型 . 令 x=X+h,y=Y+k, W] de=dX,dy=d4Y, 
代入 原 方程 得 
(2X+Y+2h+k-4)dX+( X+Y+h+k-1)dY=0. 
解 方程 组 
2h+k-4=0, 
aria 
19 h=3,k=-2. $ х= Х+3,у=Ү-2, Jš 7] {ЕЛИ S 
(2X+Y)dX+(X+Y)dY=0, 





或 
了 
dy 2Х+у_ “大 
dX X+Y ҮҮ” 
X 
这 是 齐 次 方程 . 
了 dY du 
今 二 = ili = 一 一 二 一 一 лр) 
du 2 +u 
А аттты" 
或 
x du 2+2и+и? 
ах l+u ` 
分 离 变量 得 
и+1 _ dX 
u +2и+2 X 
积分 得 
{в ë, -H (u +2u+2)= In|XI!, 
于 是 
C, 
———=!Х!, 
уи? +2и+2 
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或 
C,=X'(u'+2u+2) (С,=С\), 


即 
Y +2XY+2X = С,. 
以 X=x-3,Y=y+2 代 人 上 式 并 化 简 ,得 
2x +2ху+у-8х-2у=С (C=C,-10). 


2] Ай 7-3 
І. 求 下 列 齐 次 方程 的 通 解 : 
(Tc 0; (2) «ЧУ уш 7; 
(3) (а°+у')4х-худу=0; (4) (э?+у*)ах-3ху?4у=0; 


(5) (2xsin -X 43ycos z) dx—3xcos dy= 0; 
x x x 


(6) ( 142e"? ) 2 ( ie dy=0. 


2. 求 下 列 齐 次 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 
(1) (y -3x )dy+2xydx=0,y|,.0=1; 


(2) = ,yl 2; 
y x 


(3) (х2+2ху-у?) дх+(у?+25у-х°)ду=0,у1,.,=1. 


3. 设 有 联结 点 0(0,0) 和 4(1,1) 的 一 段 向 上 凸 的 曲线 弧 04 ,对 于 04 上 任 一 点 P(x,y) ， 


曲线 弧 GOP 与 直线 段 OP 所 围 图 形 的 面积 为 x , 求 曲 线 弧 04 的 方程 . 
“4. 化 下 列 方程 为 齐 次 方程 ,并 求 出 通 解 : 
(1) (2x-5y+3 )dx-(2x+4y-6)dy=0; 
(2) (x-y-1)dx+(4y+x-1)dy=0; 
(3) (3y-7x+7)dx+(7y-3x+3)dy=0; 
(4) (x+y)dx+(3x+3y-4)dy=0. 
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方程 
人 +P(z)y=Q(z) 
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叫做 一 阶 线性 微分 方程 , 因为 它 对 于 未 知 函数 y 及 其 导数 是 一 次 方程 . ШЖ. 
0(х) =0, 那 么 方程 (4-1) 称 为 齐 次 的 ;如 果 Q(x) 去 0 ,那么 方程 (4-1) 称 为 非 齐 
次 的 . 

设 (4-1) 为 非 齐 次 线性 方程. 为 了 求 出 非 齐 次 线性 方程 (4-1) 的 解 ,我 们 先 
把 Q(x) 换 成 零 而 写 出 方程 


S руб, (4-2) 
dx 


方程 (4-2) 叫 做 对 应 于 非 齐 次 线性 方程 (4-1) 的 齐 次 线性 方程 . 方程 (4-2) 是 可 
分 离 变量 的 ,分 离 变量 后 得 
d 


= Р(х), 
两 端 积 分 ,得 | 
зу =- | Р(х)йх+С,, 


y = Ge Pos (еей У, 
这 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (4-2) 的 通 解 中 . 
现在 我 们 使 用 所 谓 常 数 变易 法 来 求 非 齐 次 线性 方程 (4-1) 的 通 解 . 这 方法 
是 把 (4-2) 的 通 解 中 的 C 换 成 x 的 未 知 函 数 u(%) , 即 作 变 换 
у = ue Pas ; (4-3) 
于 是 


dy _ 
dx 


将 (4-3) 和 (4-4) 代 人 方程 (4-1) 得 
u'e ya _ Piaje Jeta + Р(х) ие Pas = О(х) ; 


we PO” ú aP (x)e [eye А (4-4) 


Вр 
u'e Pon = (к), w' = Qly 9". 
两 端 积 分 ,得 
ё = Јоса) тах +C. 
把 上 式 代 入 (4-3) , 便 得 非 齐 次 线性 方程 (4-1) 的 通 解 





Ф 这 里 记号 | P(x) dx 表示 Р(х) 的 某 个 确定 的 原 函 数 . 
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y = POE, Ola) eP юга, +0) 1 (4-5) 
将 (4-5) 式 改写 成 两 项 之 和 
y= Ce Pa! © е ес) еа» | 
上 式 右 端 第 一 项 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 (4-2) 的 通 解 ,第 二 项 是 非 齐 次 线性 方 
程 (4-1) 的 一 个 特 解 (在 (4-1) 的 通 解 (4-5) 中 取 C=0 便 得 到 这 个 特 解 ). 由 此 


可 知 ,一 阶 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 等 于 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 与 非 齐 次 方程 的 
一 个 特 解 之 和 ， 


例 1 求 方程 
dy_2y (x41) 
dx н уа +19 
的 通 解 . 
解 ” 这 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 . 先 求 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 . 
dy 2 _ 
de х+17 ` * 
y x+1' 


Inlyl=21]nlx+11+CG,, 
y=C(x+1)? (С=+е“). 
用 常数 变易 法 ,把 C 换 成 4, 即 令 
y=u(x+1)°, (4-6) 
那么 
ЧУ Ату +2и (л+1 Ж 
dx 


代入 所 给 非 齐 次 方程 ,得 








i (tl 
两 端 积分 ,得 
2 a 
u= (x+1)° +C. R 
再 把 上 式 代 入 (4-6) 式 , 即 得 所 求 方程 的 通 解 为 
y= (a1)? [Z +c]. L 5 
Е 
例 2 有 一 个 电路 如 图 7-5 所 示 , 其 中 电源 电动 势 4) 
J E=E зіп ot (Е, о 都 是 常量 ) ,电阻 R AER L ЖЛЕ 7-5 


常量 . 求 电流 то). 
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解 (i) 列 方程 ”由 电学 知道 , 当 电 流 变化 时 ,上 有 感应 电动 势 -L Н. 由 
回路 电压 定律 得 出 


Вр 


一 一 十 一 1 三 一 -SIn wt. (4-7) 


未 知 函数 iC) Л ДЕ 7 (4-7). 此 外 , 设 开 关 5S 闭合 的 时 刻 为 上 =0, 这 时 
i(t) 还 应 该 满足 初 值 条 件 

il, o = 0. (4-8) 

Gi) 解 方程 方程 (4-7) 是 一 个 非 齐 次 线性 方程 . 可 以 先 求 出 对 应 的 齐 次 

方程 的 通 解 ,然后 用 常数 变易 法 求 非 齐 次 方程 的 通 解 . 但 是 ,也 可 以 直接 应 用 通 


E 

解 公式 (4-5) 来 求解 . 这 里 PU) = 1,000) = sin wt, 代 入 公式 (4-5) ,得 
i(t) = et (| Yetsin wtdt + c) - 
应 用 分 部 积分 法 ,得 
Jesin wtdt = Ж ua RL sin wt — wL’ cos wt), 
R +w L 
将 上 式 代 入 前 式 并 化 简 ,得 方程 (4-7) 的 通 解 
і(2) = = Rsin wt-wLcos wt) +Ce™™ , 


其 中 C 为 任意 常数 . 
将 初 值 条 件 (4-8) 代 入 上 式 , 得 





wLE, 
Rw D’? 
因此 ,所 求 函 数 让 为 
ФЕ, в En | 
i(t)= Rao E д еты wt-wLcos ot). (4-9) 


为 了 便于 说 明 (4-9) 式 所 反映 的 物理 现象 ,下 面 把 i(1) 中 第 二 项 的 形式 稍 
加 改变 . 
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= се l 4+— in (wt- > 
R? +ш?1? R ЫЛ}. ( Ф) 


其 中 
ф = агсіап 24 
К 


当 + 增 大 时 ,上 式 右 端 第 一 项 (叫做 暂 态 电流 ) 逐渐 衰减 而 趋 于 零 ; 第 二 项 
《叫做 稳 态 电流 ) 是 正弦 函数 , 它 的 周期 和 电动 势 的 周期 相同 而 相 角 落后 e. 


在 上 节 中 ,对 于 齐 次 方程 =.) ,我 们 通过 变量 代 换 y=xu, 把 它 化 为 变 


量 可 分 离 的 方程 ,然后 分 离 变量 ,经 积分 求 得 通 解 . 在 本 节 中 ,对 于 一 阶 非 齐 次 线 
性 方程 
у'+Р(х)у=0(х), 
我 们 通过 解 对 应 的 齐 次 线性 方程 找到 变量 代 换 
y = ue - JP x) dx 

利用 这 一 代 换 ， 把 非 齐 次 线性 方程 化 为 变量 可 分 离 的 方程 ， 然后 经 积分 求 得 
通 解 . 

利用 变量 代 换 ( 因 变 量 的 变量 代 换 或 自 变 量 的 变量 代 换 ) 把 一 个 微分 方程 
化 为 变量 可 分 离 的 方程 ,或 化 为 已 经 知 其 求解 步骤 的 方程 ,这 是 解 微 分 方程 最 常 
用 的 方法 . 下 面 再 举 一 个 例子 . 


例 3 解 方程 Teo 


解 ” 若 把 所 给 方程 变形 为 


dy ` У, 


即 为 一 阶 线性 方程 , 则 按 一 阶 线性 方程 的 解法 可 求 得 通 解 
也 可 用 变量 代 换 来 解 所 给 方程 . Ф х+у=и, у=и-х, 4 = 5-1. RAN 
程 ,得 





分 离 变 量 得 
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du=dx, 
и+1 


两 端 积分 得 
и-1п!|и+11=х+С. 
以 w=x+y 代入 上 式 , 即 得 
y=-ln1x+y+11=C， 
或 
x=Cier-y-l1 (Сү=+е ©). 


“二 、 伯 努 利 方程 


方程 
Зр(х)у= 00%)" (nz¥0,1) (4-10) 


叫做 伯 努 利 (Bernoulli) 方 程 . 4 п=0 R п= 1 时 ,这 是 线性 微分 方程 . 当 п 0, п 
#1 时 ,这 方程 不 是 线性 的 ,但 是 通过 变量 的 代 换 , 便 可 把 它 化 为 线性 的 . 事实 
上 ,以 y" 除 方程 (4-10) 的 两 端 ,得 


-ady 


у" P(x)y”"=Q(z). (4-11) 
x 


容易 看 出 ,上 式 左 端 第 一 项 与 全 (y“) 只 差 一 个 常数 因子 1-n, 因 此 我 们 引入 新 
的 因 变 量 


зу" ; 
那么 
dz _ -ndy 
aii dx 
用 (1-n) 乘 方程 (4-11) 的 两 端 ,再 通过 上 述 代 换 便 得 线性 方程 
+( 1-n)P(x)z=(1-n)Q(zx). 
x 


求 出 这 方程 的 通 解 后 ,以 > “ 代 = 便 得 到 伯 努 利 方程 的 通 解 . 
例 4 求 方程 


| dy, Уг х)у? 
dx х 


的 通 解 . 
解 ”以 和 六 除 方程 的 两 端 ,得 
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29.1, '=aln х, 
Bp 
1007), 1 у! =aln x, 
Ф:=у'!'!, ERDERA 
dz 1 
за 52 79 x 


这 是 一 个 线性 方程 , 它 的 通 解 为 
z=x| c- Cn *) "| 
Шу 代 =, 得 所 求 方程 的 通 解 为 


а 1-5-0 *) "| =1. 


习 题 7-4 
1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 
(1) уне” (2) zy'+y=x`+3x+2; 

x 

(3) y'+ycos х=е`“"*; (4) y'+ytan x=sin 2x; 
(5) (х?-1)у'+2ху-соз х=0; (6) B+3p=2; 
(7) 和 +2xy= 4 (8) yln ydx+(x-ln y)dy=0; 
(9) (x-2) =у+2(ж-2)° (10) (92-6) Y +2у=0. 

dx dx 


2. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 





dy dy y sinx 
l) —- = ` =0; —+— =—— =1; 
( ) ytan x=sec x,y|,.o=0; (2) qta > yl... = 1; 
(3) dY уво к=Зе'”* yl = =-4; (4) ЧУ ау yl. = 2; 

dx * "s= 5 ах Ес Ы 

` dy 2-3х? 
+ i y=l,yl x =0. 


з. 求 一 曲线 的 方程 ,这 曲线 通过 原点 ,并 且 它 在 点 (x,y) 处 的 切线 斜率 等 于 2x+y. 

4. 设 有 一 质量 为 m 的 质点 做 直线 运动 . 从 速度 等 于 零 的 时 刻 起 ,有 一 个 与 运动 方向 一 
致 .大 小 与 时 间 成 正比 (比例 系数 为 ) 的 力作 用 于 它 , 此 外 还 受 一 与 速度 成 正比 (比例 系数 
为 ) 的 阻力 作用 . 求 质点 运动 的 速度 与 时 间 的 函数 关系 . 

5. 设 有 一 个 由 电阻 R=10 0 电感 L=2 H 和 电源 电压 已 =20sin 5: V 串联 组 成 的 电路 . JF 
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关 S 合 上 后 ,电路 中 有 电流 通过 . 求 电流 i 与 时 间 :的 函数 关系 . 

6. 验证 形 如 уу (ху) dx+xg(xy)dy=0 的 微分 方程 可 经 变量 代 换 v=xy 化 为 可 分 离 变量 的 
方程 ,并 求 其 通 解 . 

7. 用 适当 的 变量 代 换 将 下 列 方程 化 为 可 分 离 变 量 的 方程 ,然后 求 出 通 解 : 


4 _ 2, dy __1_ 
(1) da 7 (zty) ; (2) ds у 
(3) ху'+у=у(1п x+In y); 

(4) y' =y +2( sin x-1 ) y+sin’ x—2sin x—cos х+1; 
(5) у(ху+1)ах+х(1+ху+х^ y )dy=0. 
`8. 求 下 列 伯 努 利 方程 的 通 解 : 
(1) уу (eos x—sin z); (2) SY Baysa; 
x 
= ys 
(3) 5 ка y=—(1- -2x)y ; (4) ix y=xy ; 


(5) И (1+1п х) ]4х=0 
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从 这 一 节 起 我 们 将 讨论 二 阶 及 二 阶 以 上 的 微分 方程 , 即 所 谓 高 阶 微分 方程 . 
对 于 有 些 高 阶 微分 方程 ,我 们 可 以 通过 代 换 将 它 化 成 较 低 阶 的 方程 来 求解 . 以 二 
阶 微分 方程 
y'=f(x,y,y') (5-1) 
而 论 ,如 果 我 们 能 设法 作 代 换 把 它 从 二 阶 降 至 一 阶 ,那么 就 有 可 能 应 用 前 面 几 节 
中 所 讲 的 方法 来 求 出 它 的 解 了 . 
下 面 介 绍 三 种 容易 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 求解 方法 . 


一 、y"=_f(x) 型 的 微分 方程 


微分 方程 
yt”) = f(x) (5-2) 
的 右 端 仅 含 有 自 变 量 x. 容易 看 出 ,只 要 把 y" ЕТАЖ РЕЖ, ЯА (5-2) 
式 就 是 新 未 知 函数 的 一 阶 微分 方程 . 两 边 积 分 ,就 得 到 一 个 п-1 阶 的 微分 方程 


у= Јо). 
同 理 可 得 
уб = [I oaa + с.) ах + С,. 
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依 此 法 继续 进行 ,接连 积分 n 次 , 便 得 方程 (5-2) 的 含有 个 任意 常数 的 通 解 . 
例 1 求 微 分 方程 
у" =e” -cos x 
的 通 解 . 
解 ” 对 所 给 方程 接连 积分 三 次 ,得 


T a a 
sr -sin x+C, 


у' sL e” toos х+Сх+С,, 


y= +sin хъс, +C,x+C, (с. =2) р 


这 就 是 所 求 的 通 解 . 

例 2 质量 为 m 的 质点 受 力 F 的 作用 沿 Ох 轴 做 直线 运动 . W JJ FFU) {ЕХ 
始 时 刻 t=0 时 FR(0)=, 随 着 时 间 4 的 增 大 , 力 下 均匀 地 减 小 ,直到 1=7T 时 ,F(T7T) 
= 0. 如 果 开 始 时 质点 位 于 原点 , 且 初 速度 为 零 , 求 这 质点 的 运动 规律 . 

解 设 x=x(t) 表 示 在 时 刻 t 时 质点 的 位 置 ,根据 牛顿 第 二 定律 ,质点 运动 
的 微分 方程 为 

dx 
WR (5-3) 

由 题 设 , 力 F(t) 随 t 增 大 而 均匀 地 减 小 ,上 且 1=0 时 ,fF(0)= ,所 以 F(t1)= Fa- 
所 ;又 当 ,t=T 了 时 ,F(T)=0, 从 而 


е0) F. [1- 7): 
于 是 方程 (5-3) 可 以 写成 
sr. ei): (5-4) 


其 初 值 条 件 为 





把 (5-4) 式 两 端 积分 ,得 


即 


(859 +C.. (5-5) 
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将 条 件 党 | =O 代入 (5-5) 式 ,得 


С,=0, 
于 是 (5-5) 式 成 为 
dx F, Ë 
а 98) Б (5-6) 
把 (5-6) 式 两 端 积分 ,得 
F, Ë р 
«= 2 “o? a 
HRI х1! „=0 RAER, 48 
С,=0 
于 是 所 求 质点 的 运动 规律 为 
0) ‚ osis. 
—. y"=f(x,y') 890905775 
方程 
y"=f(x,y') (5-7) 
的 右 端 不 显 含 未 知 函 数 у. 如 果 我 们 设 y' =p ,那么 
y= 时 =p'， 
而 方程 (5-7) 就 成 为 
p'=f(x,p). 
这 是 一 个 关于 变量 *,p 的 一 阶 微分 方程 . 设 其 通 解 为 
р=Ф(х,С,), 


{нё p=, ЖИ —1—ЮИЖЛ Е 


4 
=9(*,C1). 


对 它 进行 积分 , 便 得 方程 (5-7 ) 的 通 解 为 
y= ecx;c， ) dx+C,. 
例 3 求 微 分 方程 


(1+x°)y"=2xy' 
满足 初 值 条 件 
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yl. =l, yl,.o=3 
Жо ”所 给 方程 是 交 = 拟 x,y) 型 的 . 设 yY=P, 代 入 方程 并 分 离 变量 后 ,有 
dp 2x 
p 1+? š 
两 端 积分 ,得 
Inlpl=In (1+2) +С, 
即 


р=у'=С(1+х') (C,==+e°). 
由 条 件 y 1.-。=3, 得 
CG, =3, 
所 以 
y'=3(1+x°). 
两 端 再 积分 ,得 
y=x`+3x+C,. 
又 由 条 件 yl.-o=1, 得 
С,=1, 
于 是 所 求 的 特 解 为 
y=x`+3x+l. 
例 4 Ü 15 RARR ,两 端 固定 ,绳索 仅 受 重力 的 作用 而 下 垂 . 试 
问 该 绳索 在 平衡 状态 时 是 怎样 的 曲线 ? 
解 ” 设 绳索 的 最 低 点 为 4. 取 y 轴 通 过 点 4 铅 直 向 上 ,并 取 x 轴 水 平 向 右 . 
且 1041 等 于 某 个 定 值 (这 个 定 值 将 在 以 后 说 明 ). 设 绳索 曲线 的 方程 为 y= 


p(x). 考察 绳索 上 点 4 到 另 一 点 M(x,y) 间 的 一 段 弧 4 履 ， 


设 其 长 为 :. 假定 绳索 的 线 密度 为 p, 则 弧 A 必 所 受 重力 为 
pgs. 由 于 绳索 是 柔软 的 ,因而 在 点 4 处 的 张力 沿 水 平 的 切 
线 方向 ,其 大 小 设 为 ;在 点 M 处 的 张力 沿 该 点 处 的 切线 
方向 , 设 其 倾角 为 9, 其 大 小 为 7 (7-6). ВЕН 


AM 的 外 力 相 互 平衡 ,把 作用 于 弧 A 必 上 的 力 沿 铅 直 及 水 平 756 
两 方向 分 解 ,得 





Tsin 0=pgs, Тсоз Ө=Н. 
将 此 两 式 相 除 ,得 
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由 于 tan 0=y',s= рл" dx, 代 入 上 式 即 得 


y= 二 [м dx. 
将 上 式 两 端 对 * 求 导 , 便 得 y=p(x) 满 足 的 微分 方程 
у”=-_/ lay”; (5-8) 


取 原 点 0 到 点 4 的 距离 为 定 值 a, 即 1041=a, 那 么 初 值 条 件 为 
yl..o =a [sao =0. 
下 面 来 解 方程 (5-8). 


方程 (5-8) 属 于 y=/(x,y') 的 类 型 . 设 y=p, 则 y= 里 ,代入 方程 (5-8) ,并 
分 离 变 量 , 得 
dp _dx 
Лар? 8 
两 端 积分 ,得 
In(p+//1+p° )=—+C,. (5-9) 
把 条 件 yl =pl,.o=0 代 和 人 (5-9) 式 ,得 
С,=0, 


于 是 (5-9) 式 成 为 
In(p+/l+p )= =, 
解 得 
р=- et-e™), 
即 
y 5060-62). 
积分 上 式 两 端 , 便 得 
у= es +e *) +С,. (5-10) 
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将 条 件 y1,.。=a 代入 (5-10) 式 ,得 
C,=0. 
于 是 该 绳索 的 形状 可 由 曲线 方程 


ya (enor) 


来 表示 . 这 曲线 叫做 悬 链 线 . 
三 、y"=f(y,y') 型 的 微分 方程 


方程 
y'=f(y,y') (5-11) 
中 不 明显 地 含 自 变量 x. 为 了 求 出 它 的 解 . 我 们 令 у =P, 并 利用 复合 函数 的 求 导 
法 则 把 交 化 为 对 y 的 导数 , 即 


„_ЧР_ЧР,Чу_ dp 
Y dz dy dx Рау 


这 样 ,方程 (5-11 ) 就 成 为 
p E5). 


这 是 一 个 关于 变量 y,p 的 一 阶 微分 方程 . 设 它 的 通 解 为 
у'=р=еФ(у,С,), 
分 离 变量 并 积分 , 便 得 方程 (5-11) 的 通 解 为 


[усу 
15 求 微分 方程 
уу"-у'* =0 (5-12) 
的 通 解 . 
解 方程 (5-12) 不 明显 地 含 自 变量 x, 设 
у'=р, 


H "=p P КАЛ (s-12) ,得 


ур -p =0. 
ДЕ y=#0,p=0 BF ,2J2 p 并 分 离 变 量 ,得 


dp _dy 
p y 
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两 端 积分 ,得 
lnipl =lnlyl+C, 
Bp 
р=С,у 或 у'=Су (C,=+e°). 
再 分 离 变量 并 两 端 积 分 , 便 得 方程 (5-12) 的 通 解 为 
ljnlyl=Cx+C，， 
或 
у= С,е" (C,=+e%2). 
6 一 个 离 地 面 很 高 的 物体 , 受 地 球 引力 的 作用 由 静止 开始 落 向 地 面 . Ж 
它 落 到 地 面 时 的 速度 和 所 需 的 时 间 ( 不 计 空 气 阻力 ). 
解 ” 取 联结 地 球 中 心 与 该 物体 的 直线 为 y 轴 ,其 方向 铅 直 向 上 , 取 地 球 的 中 
心 为 原点 O (图 7-7). 
设 地 球 的 半径 为 ,物体 的 质量 为 m, 物 体 开始 下 落 时 
与 地 球 中 心 的 距离 为 1 >R) ,在 时 刻 1 物 体 所 在 位 置 为 y= 


oli) ,于 是 速度 为 v(t) = L 根据 万 有 引力 定律 , 即 得 微分 
方程 








dy_ GmM 

у? 
Вр | 

ау си, (5-13) 

dt ВА 
其 中 M 为 地 球 的 质量 ,6G 为 引力 常数 . 因为 当 y=R 时 кар а 
Ании (这 里 置 负 号 是 由 于 物体 运动 加 速度 的 方向 与 y 轴 的 正 向 相反 的 缘 


не (5-14) 
初 值 条 件 是 
yl, =1,y'l,.o =0. 
先 求 物体 到 达 地 面 时 的 速度 . Н 57 =, 48 


Фу dy dz .dy dv 
dë dr dy d “dy 
代入 方程 (5-14) 并 分 离 变 量 , 得 
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两 端 积分 ,得 
я 26 c. 
y 
把 初 值 条 件 代 入 上 式 , 得 
c, -2R 


于 是 


2 ә ру 21ү p= е 
v =260(- г). °= R 241 r): 


这 里 取 负 号 是 由 于 物体 运动 的 方向 与 y 轴 的 正 向 相反 的 缘故 . 
在 (5-15) 式 中 令 y=R, 就 得 到 物体 到 达 地 面 时 的 速度 为 


Рола рекою | 


下 面 来 求 物体 落 到 地 面 所 需 的 时 间 . 由 (5-15) 式 有 


dy_ юе 11 
д R, J2e( y a I 
ыл йы 

dt= RAJ 2 yay. 


两 端 积分 (对 右 端 积分 利用 置换 y=lcos'u) ,得 
AAE наке», [Z] +С,. 


С,=0. 


E AU +larccos 1] . 


在 上 式 中 令 y=R, 便 得 到 物体 到 达 地 面 所 需 的 时 间 为 
=a a; ym =m наке», |Z ç 


2] Юй 7-5 


分 离 变量 得 


由 条 件 y1,.。=1, 得 


于 是 (5-16) 式 成 为 


1. 求 下 列 各 微分 方程 的 通 解 : 
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(1) y'=x+sin x; (2) y"=xe"; 
1 
3 " ; 4 "=1 + 
(3) у T (4) у"=1+у 
(5) улук; (6) ху'+у'=0; 
(7) уу'+2у° =0; (8) yy"-1=0; 
1 
(9) у=; (10) у"= (y) +y" 
уу 


2. 求 下 列 各 微分 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 
(1) yyy"*1=0,yl,.,=1,y'1,. =0; 





(2) у”-ау'®*=0,у!,„=0,у'1,„=-1; 

(3) y”=e“,yl,.i=y'l,.i=y'l,. =0; 

(4) y'=e”7,yl,.a=y'l,. =0; 

(5) "=3/y,yl.. = 1,y' l. =2; 

(6) +(y') =l,yl,. =0,y'l,. =0. 

3. WOR y"=x 的 经 过 点 M(0,1) 且 在 此 点 与 直线 y=—+1 相 切 的 积分 曲线 ， 


4. 设 有 一 质量 为 m 的 物体 在 空中 由 静止 开始 下 落 ,如果 空气 阻力 R=cv (其 中 c 为 常数 ， 
v 为 物体 运动 的 速度 ) , 试 求 物 体 下 落 的 距离 s 与 时 间 4 的 函数 关系 . 


第 六 节 高 阶 线性 微分 方程 


本 节 和 以 下 两 节 , 我 们 将 讨论 在 实际 问题 中 应 用 得 较 多 的 所 谓 高 阶 线性 微 
分 方程 . 讨论 时 以 二 阶 线性 微分 方程 为 主 . 


一 、 二 阶 线性 微分 方程 举例 


例 1 设 有 一 个 弹簧 , 它 的 上 端 固定 ,下 端 挂 一 个 质量 为 普 的 物 
体 . 当 物 体 处 于 静止 状态 时 ,作用 在 物体 上 的 重力 与 弹性 力 大 小 相 
等 方向 相反 . 这 个 位 置 就 是 物体 的 平衡 位 置 . 如 图 7-8, 取 x 轴 铅 直 
向 下 ,并 取 物 体 的 平衡 位 置 为 坐标 原点 . 

如 果 使 物体 具有 一 个 初始 速度 vo。 关 0, 那 么 物体 便 离开 平衡 位 
置 ,并 在 平衡 位 置 附近 做 上 下 振动 . 在 振动 过 程 中 ,物体 的 位 置 * 随 
时 间 : 变 化 , 即 x 与 ;之 间 存 在 函数 关系 :x=x(i). 要 确定 物体 的 振动 
规律 ,就 要 求 出 函数 x%=x(). 

由 力学 知道 , 弹 得 使 物体 回 到 平衡 位 置 的 弹性 恢复 力 f ( 它 不 包 
括 在 平衡 位 置 时 和 重力 mg 相 平衡 的 那 一 部 分 弹性 力 ) 和 物体 离开 平 
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衡 位 置 的 位 移 x 成 正比 : 
f=-ex, 
Erp e 为 弹簧 的 劲 度 系 数 , 负 号 表示 弹性 恢复 力 的 方向 和 物体 位 移 的 方向 相反 . 
另外 ,物体 在 运动 过 程 中 还 受到 阻尼 介质 (如 空气 . 油 等 ) 的 阻力 的 作用 ,使 
得 振动 逐渐 趋向 停止 . 由 实验 知道 ,阻力 R 的 方向 总 与 运动 方向 相反 , 当 运 动 速 
度 不 大 时 ,其 大 小 与 物体 运动 的 速度 成 正比 , 设 比例 系数 为 多 , 则 有 
dx 


R=- q 
根据 上 述 关 于 物体 受 力 情况 的 分 析 ,由 牛顿 第 二 定律 得 
dx 
m ae ДЕ 
移 项 ,并 记 
2һ=#, 2-9. 
т т 
则 上 式 化 为 
2 0. (6-1) 


这 就 是 在 有 阻尼 的 情况 下 ,物体 自由 振动 的 微分 方程 . 
如 果 物 体 在 振动 过 程 中 ,还 受到 铅 直 干 扰 力 
F=Hsin pt 
的 作用 , 则 有 


а? ах 


zt2n a t x=hsin pt, (6-2) 


ДЕР h =. заа а ое. 


H2 НН R.B L.H СЯ Е HKH IR AUB К, HH R.L 
K C 3 W 3. E = Е, sin ot, X E Е K о 也 是 常 
数 ( 图 7-9). 

设 电 路 中 的 电流 为 i(t) ,电容 器 极 板 上 的 电荷 量 为 
q(t) ,两极 板 间 的 电压 为 ve, 自 感 电动 势 为 E, 由 电学 
知道 





根据 回路 电压 定律 ,得 
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即 
а?и, duc 


аг? dt 








+u, = Е „зіп ot, 


或 写成 
d ue 
аг 
К I- асы 
式 中 гга 这 就 是 串联 电路 的 振荡 方程 . 
如 果 电 容器 经 充电 后 撤去 外 电源 (E=0) ,那么 方程 (6-3 ) 成 为 
d'us 
а? 
{|1 和 例 2 虽然 是 两 个 不 同 的 实际 问题 ,但 是 仔细 观察 一 下 所 得 出 的 方程 
(6-2) 和 (6-3) ,就 会 发 现 它们 可 以 归结 为 同一 个 形式 


TPO PHYS), (6-5) 
х x 


而 方程 (6-1) 和 方程 (6-4) 都 是 方程 (6-5 ) 的 特殊 情形 :f(x)=0. 在 工程 技术 的 
其 他 许多 问题 中 ,也 会 遇 到 上 述 类 型 的 微分 方程 . 

方程 (6-5) 叫 做 二 阶 线性 微分 方程 . 当 方 程 右 端 f(x)=0 时 ,方程 叫做 齐 次 
BJ; 4 х) #0 时 ,方程 叫做 非 齐 次 的 . 

于 是 方程 (6-2)、 (6-3) 都 是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 ,方程 (6-1)、(6-4) 
都 是 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 . 

要 进一步 讨论 例 1 和 例 2 中 的 问题 ,就 需要 解 二 阶 线性 微分 方程 . 为 此 ,下 
面 来 讨论 二 阶 线性 微分 方程 的 解 的 一 些 性 质 , 这 些 性 质 可 以 推广 到 п 阶 线 
性 方程 





du En. 
+28 -y teouc = үєзїп ot (6-3) 





d >, 2 
+28 “tes =0. (6-4) 


y ta (a)y +a, (a)y +a (x)y=/(x). 
二 、 线 性 微分 方程 的 解 的 结构 


先 讨论 二 阶 齐 次 线性 方程 


у"+Р(х)у'+0(х)у=0. (6-6) 
定理 1 WRAY Уу, (х) 5 у, (х) 2712 (6-6) АЈ, ЯА 
у= С.у, (x) +С,у,(х) (6-7) 


也 是 (6-6) 的 解 ,其 中 C, ,C: 是 任意 常数 . 
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证 将 (6-7) 式 代 人 (6-6) 式 左 端 ,得 
[ Су! +С,у; ]+Р(х) [Суу +C,y; ]+Q(x)[C,y,+C,y,] 
=C,[yi+P(x)yi+Q(*x*)y, ]+C,[y;+P(x)y;+Q(x) у, ]. 
由 于 yy 与 六 是 方程 (6-6) 的 解 ,上 式 右 端 方 括号 中 的 表达 式 都 恒 等 于 零 ,因而 整 
个 式 子 恒 等 于 零 ,所 以 (6-7) 式 是 方程 (6-6) Bf. 

解 (6-7) 从 形式 上 来 看 含有 C, 与 C, 两 个 任意 常数 ,但 它 不 一 定 是 方程 
(6-6) 的 通 解 . 例如 , 设 y,(*) 是 (6-6) 的 一 个 解 , 则 y,(x)= 2yi(x) 也 是 (6-6) 的 
解 . 这 时 (6-7) 式 成 为 y=Ciyi(x)+2Cyi(%*) ,可 以 把 它 改 写成 y=Cyi(x) ,其 中 C 
=C,+2C,. 这 显然 不 是 (6-6) 的 通 解 . 那么 在 什么 情况 下 (6-7) 式 才 是 方程 (6- 
6) 的 通 解 呢 ? 要 解决 这 个 问题 ,还 得 引入 一 个 新 的 概念 , 即 所 谓 函 数组 的 线性 
相关 与 线性 无 关 . 

设 y(x),y,(x),…,y,(%*) 为 定义 在 区 间 7T 上 的 nn 个 函数 ,如 果 存 在 nn 个 不 
全 为 零 的 常数 请 k, k. ,使 得 当 xe17 时 有 恒等式 

kiyi +k,y,+:*- +Е,у,=0 
成 立 , 那 么 称 这 nn 个 函数 在 区 间 上 线性 相关 ;否则 称 线 性 无 关 . 
例如 ,函数 1, cos? х, sin? х 在 整个 数 轴 上 是 线性 相关 的 . 因为 取 l, 
如 =h=-1, 就 有 恒等式 
1 -cos” х—вїп^х =0. 
又 如 ,函数 1,x,x 在 任何 区 间 (a,6) 内 是 线性 无 关 的 . 因为 如 果 请 ,名 ,不 全 为 
零 ,那么 在 该 区 间 内 至 多 只 有 两 个 x 值 能 使 二 次 三 项 式 
ki +k,x+k,x° 
为 零 ; 要 使 它 恒 等 于 零 ,必须 ki k, k, ЖЖ. 

应 用 上 述 概念 可 知 , 对 于 两 个 函数 的 情形 ,它们 线性 相关 与 否 , 只 要 看 
它们 的 比 是 否 为 常数 :如 果 比 为 常数 ,那么 它们 就 线性 相关 ;否则 就 线性 

有 了 一 组 函数 线性 相关 或 线性 无 关 的 概念 后 ,我 们 有 如 下 关于 二 阶 齐 次 线 
性 微分 方程 (6-6) 的 通 解 结构 的 定理 . 

定理 2 如 果 》i(x*) 与 y(x) 是 方程 (6-6) 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 ,那么 

у=С,у,(х)+С,у,(«) (Ci,C; 是 任意 常数 ) 
就 是 方程 (6-6) 的 通 解 . 
例如 ,方程 Y+y=0 是 二 阶 齐 次 线性 方程 (这 里 P(x)=0,Q(x)=1). 容易 验 


ШЁ,у, = сов z 9 у, =sin x 是 所 给 方程 的 两 个 解 , 且 于 =2 лап x# 常 数 , 即 它们 
是 线性 无 关 的 . 因此 方程 Y+y=0 的 通 解 为 
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y=C cos х+С,ѕіп x. 


又 如 ,方程 (x-1)y"-xy'+y=0 也 是 二 阶 齐 次 线性 方程 ( 这 里 
РС) = 于,Q(*)= 二 容易 验证 y=*,ys=e 是 所 给 方程 的 两 个 解 , 且 汪 = 


三 # 常 数 , 即 它们 是 线性 无 关 的 . 因此 方程 的 通 解 为 


у=С,х+С„е*. 
定理 2 不 难 推广 到 п 阶 齐 次 线性 方程 . 
推论 如果 y,(x),y,(x),…,y,(x) 是 n 阶 齐 次 线性 方程 
у +a (x)y h + +a, ү(х)у'+а„(х)у=0 
的 个 线性 无 关 的 解 ,那么 ,此 方程 的 通 解 为 
у= Су (х) +С,у,(х) + +C,y,(X), 

其 中 C,,C,,…,C, 为 任意 常数 . 

下 面 讨论 二 阶 非 齐 次 线性 方程 (6-5). 我 们 把 方程 (6-6) 叫做 与 非 齐 次 方 
程 (6-5) 对 应 的 齐 次 方程 . 

在 第 四 节 中 我 们 已 经 看 到 ,一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 由 两 部 分 构成 : 
一 部 分 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 , 另 一 部 分 是 非 齐 次 方程 本 身 的 一 个 特 解 . 实际 
上 ,不 仅 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 具 有 这 样 的 结构 ,而 且 二 阶 及 更 高 阶 的 
非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 也 具有 同样 的 结构 . 

定理 3 设 y'(x) 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 


y'+P(x)y'+Q(x)y=f(x) (6-5) 
的 一 个 特 解 . Y(x) 是 与 (6-5) 对 应 的 齐 次 方程 (6-6) 的 通 解 , 则 
y=Y(x)+y` (х) (6-8) 


是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 (6-5) 的 通 解 . 

证 把 (6-8) 式 代入 方程 (6-5) 的 左 端 ,得 

(V'ay""”)+P(x)(Y'+y"')+Q(x)(Y+y`) 
=[Y"+P(x)Y'+Q(x)Y]+[y""+P(x)y"'+Q0(x)y"], 

由 于 工 是 方程 (6-6) 的 解 ,7 是 (6-5) 的 解 ,可 知 第 一 个 括号 内 的 表达 式 恒 等 于 
零 , 第 二 个 恒 等 于 f(x). 这 样 ,y=Y+y 使 (6-5) 的 两 端 恒 等 . 即 (6-8) 式 是 方程 
(6-5) 的 解 . 

由 于 对 应 的 齐 次 方程 (6-6) 的 通 解 Y= C1y,+C,y, 中 含有 两 个 任意 常数 ,所 
以 y=Y+y 中 也 含有 两 个 任意 常数 ,从 而 它 就 是 二 阶 非 齐 次 线性 方程 (6-5) 
的 通 解 . 
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例如 ,方程 y+y=x 是 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 . 已 知 Y= С, cos х+С, зіп x 是 
对 应 的 齐 次 方程 y+y=0 的 通 解 ;又 容易 验证 yY" =x -2 是 所 给 方程 的 一 个 特 解 . 
因此 
y=C cos x+C,sin x+x -2 
是 所 给 方程 的 通 解 . 
非 齐 次 线性 微分 方程 (6-5 ) 的 特 解 有 时 可 用 下 述 定理 来 帮助 求 出 . 
定理 4 设 非 齐 次 线性 方程 (6-5 ) 的 右 端 f(x) 是 两 个 函数 之 和 , 即 
у”+Р(х)у'+0(х)у=/(х)+/,(х), (6-9) 
my (х) 5 y; (x) 分 别 是 方程 
у"+Р(х)у'+О0(х)у=/\(х) 
E 
у"+Р(х)у'+0(х)у=Љ() 
的 特 解 , 则 у (x)+y2(*) 就 是 原 方程 的 特 解 . 
证 将 y=yi +y, 代入 方程 (6-9) 的 左 端 ,得 
(у +y; )"+Р(х) (у +y; ) +Q(*w)(y( +y; ) 
= [у *P(x)y, +Q(x)y; 1+[ у; "+Р(х)у; '+0(х)у; ] 
=/\(<)+/,(«®). 
因此 уг +y; 是 方程 (6-9) 的 一 个 特 解 . 
这 一 定理 通常 称 为 线性 微分 方程 的 解 的 全 加 原理 . 
定理 3 和 定理 4 也 可 推广 到 n 阶 非 齐 次 线性 方程 ,这 里 不 再 装 述 


“三 、 常 数 变 易 法 


在 第 四 节 中 ,为 解 一 阶 非 齐 次 线性 方程 ,我 们 用 了 常数 变易 法 . 这 方法 的 特 
点 是 :如 果 Cy,(x) 是 齐 次 线性 方程 的 通 解 , 那 么 ,可 以 利用 变换 y=wy,(x) (这 变 
换 是 把 齐 次 方程 的 通 解 中 的 任意 常数 C 换 成 未 知 函数 u(x) 而 得 到 的 ) 去 解 非 齐 
次 线性 方程 . 这 一 方法 也 适用 于 解 高 阶 线 性 方程 . 下 面 就 二 阶 线性 方程 来 作 
讨论 . 

如 果 已 知 齐 次 方程 (6-6) 的 通 解 为 

Y(x)= С,у,(х)+С,у,(х), 
那么 ,可 以 用 如 下 的 常数 变易 法 去 求 非 齐 次 方程 (6-5 ) 的 通 解 . 令 
y=y (w)u +y,(x)%o;, (6-10) 
ЕЯ о, (х) 及 v,(x) 使 (6-10) 式 所 表示 的 函数 满足 非 齐 次 方程 
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(6-5). 为 此 ,对 (6-10) 式 求 导 , 得 
y=Y1V01+Y202 +y) Vi +y; 0). 
由 于 两 个 未 知 函 数 v ,v, 只 需 使 (6-10) 式 所 表示 的 函数 满足 一 个 关系 式 (6-5)， 
所 以 可 规定 它们 再 满足 一 个 关系 式 . 从 y' 的 上 述 表 示 式 可 看 出 ,为 了 使 y" 的 表示 
RERA vi Av, ,可 设 
yi21+ya22 =0, (6-11) 
从 而 
у =у V +Y 0, 
再 求 导 ,得 
у= уро +уз 0 +ул 0 +уз b. 
у, у’ ,交代 人 方程 (6-5) ,得 
y u ty,u,ty) b +y, u ЖР(у u +y, о) +y v ty; )=f, 
整理 得 
yi vity, v t(yi+Py,+Qy,)u +( y; +Py; +Qy,), =f. 
注意 到 у, Ж y, 是 齐 次 方程 (6-6) 的 解 , 故 上 式 即 为 








yi1v1+y2 v2 =f: (6-12) 
联 立 方程 (6-11) 与 (6-12) ,在 系数 行列 式 
Yi -F 
W=| `°* |=ууу,-у(у,з#0 
i Jš 
时 ,可 解 得 
фу p’ 2 w 


于 是 得 非 齐 次 方程 (6-5 ) 的 通 解 为 
у=С,у, кс, | Уд» + » az. 
例 3 已 知 齐 次 方程 (x-1)y”-xy'+y=0 的 通 解 为 Y(x)= C,x+C,e* , 求 非 齐 
次 方程 (x-1)y”-xy'+y=(x-1) 的 通 解 . 
解 ” 把 所 给 方程 写成 标准 形式 
7 一 


£ aI 
—y +—y=x-1. 
x-1" x-1 


£ y=xv +e*u,. 按照 
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as =0, 
yi uity, v, =f: 


有 
xvi +e", =0, 
pe =x-1, 
解 得 
vi =-1, 0, =xe™. 
积分 ,得 


v, =G, —x, u, =C,-(x+1)e”. 
于 是 所 求 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
y=C,x+C,e’—(x +x+1). 


如 果 只 知 齐 次 方程 (6-6) 的 一 个 不 恒 为 零 的 解 y,(x) ,那么 ,利用 变换 y= 
иу (z) ,可 把 非 齐 次 方程 (6-5) 化 为 一 阶 线性 方程 . 
事实 上 ,把 
у=уи, у'=уүи'+у\ и, у”=уүш"+2у\ u'+y' и 
代 人 方程 (6-5) ,得 
ууи”+2у\ и'+у' и+Р(уүи'+у\ ш) +Оуи=}, 
即 
ууи"+(2у\ +Ру,)и'+( у +Ру\+Оу,)и=/, 
由 于 ут +Ру+0у, 20, ERA 
yu"+(2y +Py, ) ш =f. 
令 u'=z, 上 式 即 化 为 一 阶 线性 方程 
yz2'+(2y1+Py, )z=/. (6-13) 
把 方程 (6-5) 化 为 方程 (6-13) 以 后 , 按 一 阶 线性 方程 的 解法 , 设 求 得 方程 
(6-13) 的 通 解 为 
z=C,Z(x)+z ° (x), 
积分 得 w=Ci+C,U(x)+tu (х) (HP 0 (х) = 7(х),и`'(х)=:`(х)), 
上 式 两 端 乘 y (x) , 便 得 方程 (6-5) 的 通 解 
7y=Cyi(xz)+CUCz)y(xz)+L (х)у (х). 
上 述 方法 显然 也 适用 于 求 齐 次 方程 (6-6) 的 通 解 . 
例 4 аяу (х) = e* JE 3F K Jy Ë y"- 2y'+y = 0 的 解 , 求 非 齐 次 方程 


Д , 1 x Уу; 
у”-2у IP E 的 通 解 . 
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f $ y=eu, W] y'=e*(u'+u),y'=e"(u"2u'+u) ,代入 非 齐 次 方程 ,得 


£ 1 
е“(и”+2и'+и)-2е'(и'+и)+е'и=—е*, 
x 


即 
х т 1 х ” 1 
ец" = е“ ,u"=—. 
х х 
这 里 不 需 再 作 变 换 去 化 为 一 阶 线性 方程 ,只 要 直接 积分 , 便 得 
и'=С+\п!х1, 
再 积分 得 
u=C +Cx+x|]n|x | —x, 
即 
u=C,+C,x+xlnlx| (C,=C-1). 
于 是 所 求 通 解 为 
y=Cie +C, xe +xe ln1x1. 
2] 题 7-6 
1. 下 列 函 数组 在 其 定义 区 间 内 哪些 是 线性 无 关 的 ? 
(1) x,x2; (2) x,2x; 
(3) ez 3e”>, (4) e*,e"; 
(5) cos 2x,sin 2x; (6) e” же 
(7) зіп 2x,cos xsin х; (8) e"cos 2x ,ersin 2x; 
(9) In x,zln x; (10) е*,е” (a#b). 
2. 验证 у, =сов ох Ж y,=sin wx 都 是 方程 Y+w"y=0 的 解 ,并 写 出 该 方程 的 通 解 . 
3. 验证 mm =e Ж y,=xe” 都 是 方程 y"-4xy'+(4x*-2)y=0 的 解 ,并 写 出 该 方程 的 通 解 . 
4. 验证 : 
(1) у= Спее е (Ci,C: 是 任意 常数 ) 是 方程 -37'+2y=er 的 通 解 ; 
(2) y=C,cos 3z+C,sin 3x+ (4xeos x+sin x) (C1,C; 是 任意 常数 ) 是 方程 了 +9y=xcos x 
的 通 解 ; 


(3) y= С\х?+С,х?1п x (Ci,C, 是 任意 常数 ) 是 方程 х?у"-Зху'+4у=0 的 通 解 ; 


(4) з-с x (С, ,C, 是 任意 常数 ) 是 方程 y"-3xy'-5y=x In х 的 通 解 ; 


(5) y= 二 (Cie+Cae”)+S (Ci,C: 是 任意 常数 ) 是 方程 or+27 -xy=e 的 通 解 
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(6) у= Се +С, е" +C, cos x+C, sin x-x° (С,,С,, С,, C0, 是 任意 常数 ) 是 方程 
y) -y=x [б fe. 

“5. BA y (х) = еа РЕЈ 

(2-1) 3" (2+1) у'+2у=0 

的 一 个 解 , 求 此 方程 的 通 解 . 

`6. 已 知 y(x)=x 是 齐 次 线性 方程 xy"-2xy'+2y=0 的 一 个 解 , 求 非 齐 次 线性 方程 x**y"- 
2ху'+2у=2х* 的 通 解 . 

`7. 已 知 齐 次 线性 方程 Y+y=0 的 通 解 为 Y(x)= C cos x+C,sin x, 求 非 齐 次 线性 方程 y" +y 
=sec x 的 通 解 . 

`8. 已 知 齐 次 线性 方程 x` y"-xy'+y=0 的 通 解 为 Y(x)= Cix+C,xlnlx|, 求 非 齐 次 线性 方程 
x y"_xy'+y=x 的 通 解 . 
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先 讨 论 二 阶 常 系 数 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 ,再 把 二 阶 方程 的 解法 推广 到 
n 阶 方程 . 
在 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 


у"+Р(х)у'+0(х)у=0 (7-1) 
中 ,如 果 y',y 的 系数 P(x) ,Q(x) 均 为 常数 , 即 (7-1) 式 成 为 
у"+ру'+4у=0, (7-2) 


其 中 p,g 是 常数 ,那么 称 (7-2) 为 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 . 如 果 p,g 不 全 
为 常数 , 称 (7-1) 为 二 阶 变 系数 齐 次 线性 微分 方程 . 

由 上 节 讨 论 可 知 ,要 找 微分 方程 (7-2) 的 通 解 ,可 以 先 求 出 它 的 两 个 解  ， 
y, ,如 果 它 们 之 比 不 为 常数 , 即 у, 5 y, 线 性 无 关 , 那 么 y=Ciy,+C,7y; 就 是 方程 (7- 
2) 的 通 解 . 

当 7 为 常数 时 ,指数 函数 y=e” 和 它 的 各 阶 导 数 都 只 相差 一 个 常数 因子 . 由 
于 指数 函数 有 这 个 特点 ,因此 我 们 用 y=e" 来 尝试 ,看 能 否 选 取 适 当 的 常数 7, 使 
y=e "满足 方程 (7-2)， 

将 y=e";R p OD 48 8] 


D 当 7 为 复数 a+bi,x 为 实 变数 时 ， о =re” 仍 成 立 . 事实 上 ,对 欧 拉 公式 


еб» = e8*( cos bx+i sin bx) 


两 端 求 导 ,得 


d бани)» 
dx 


=ae™( cos bx+i sin bx)+e%( —Ьзїп bx+ibcos bx) 


= (a+bi)e™( cos bx+i sin Бх) = (a+bi)e(#*b)*_ 
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у'=те", у"=ге" 
E y, y 和 交代 人 方程 (7-2) ,得 
(r +рг+д) е" =0. 
H е" 0, ТИ 
r +pr+q = 0. (7-3) 
由 此 可 见 , 只 要 7 满足 代数 方程 (7-3) ,函数 y=e” 就 是 微分 方程 (7-2) 的 
Ж ,我 们 把 代数 方程 (7-3) 叫做 微分 方程 (7-2) 的 特征 方程 . 
特征 方程 (7-3) 是 一 个 二 次 代数 方程 ,其 中 ,r 的 系数 及 常数 项 恰好 依次 
是 微分 方程 (7-2) 中 y",y' 及 y 的 系数 . 
特征 方程 (7-3) 的 两 个 根 7,,r; 可 以 用 公式 
А = ps yp 44 
求 出 . 它们 有 三 种 不 同 的 情形 : 
(i) "4 p'-4q>0 时 ,rm 是 两 个 不 相等 的 实 根 


|，_-P+VP -4g , _-p-Vp -49 
1 2 , 2 2 ; 
(її) "4 p'-4q=0 时 ,ri ,rs 是 两 个 相等 的 实 根 
а 


(її) 24 p2-4q<0 时 ,m „г, R — Е 8 


r =a+ßi, г, =а-Ві, 





其 中 
__р _V49-P 
ca=-7， B= 2° 


相应 地 ,微分 方程 (7-2) 的 通 解 也 有 三 种 不 同 的 情形 . 分 别 讨论 如 下 : 


由 上 面 的 讨论 知道 ,yi =e ,y=e” 是 微分 方程 (7-2) 的 两 个 解 , 并 且 天 = 


© -ef 不 是 常数 ,因此 微分 方程 (7-2) 的 通 解 为 
у=С,е"*+С,е'”. 
(ü) 特征 方程 有 两 个 相等 的 实 根 :r =r, 
这 时 ,只 得 到 微分 方程 (7-2) 的 一 个 解 


y =e" 
р . 


. 339. 


®-= ”微分 方程 





为 了 得 出 微分 方程 (7-2) 的 通 解 , 还 需求 出 另 一 个 解 y, HAER REN 


ж. B sula) „Вр у, =e""u(x). FERR u(x). # yoR = 8 


y, =е'"(и'+ги), 
y, =e" ( и”+2г|уи'+гти) А 
Ж у „у. ЖП y; КЛЯ (7-2) ,得 
е" [ (и”+2гүи'+гүи) +р(и'+гүи) +ди] =0, 
约 去 e™ ,并 合并 同类 项 ,得 
uw"+(2ri+p)u'+(ritprit+g)u=0. 
由 于 7 是 特征 方程 (7-3) 的 二 重 根 . 因此 ri+pr +4 =0, R. 27,+p=0, 于 是 得 
и”=0. 
因为 这 里 只 要 得 到 一 个 不 为 常数 的 解 ,所 以 不 妨 选 取 &w=x, 由 此 得 到 微分 方程 (7 
-2) 的 另 一 个 解 
y, = хе". 
从 而 微分 方程 (7-2) 的 通 解 为 
y=C eW +C;ze", 
即 
y=(C,+C,x)e". 

Gii) RIEN ЕН ЗЕЯ И r, =a+Bi,r,=a-Bi (850) 

这 时 ,7 =е'“'#9* y, =e 是 微分 方程 (7-2) 的 两 个 解 ,但 它们 是 复 值 函 数 
形式 . 为 了 得 出 实 值 函 数 形式 的 解 , 先 利用 欧 拉 公 式 e = соз 0+i sin Ө 把 y, ,yz 改 
写 为 

y, еб)" е". её = e%( cos Вх+і sin Вх), 
уз =e P* е. eP" = e%( соз Bx—i sin Bx). 
由 于 复 值 函数 y, 5 у, 2 [B] pR dt $a 2 Ж , ВУ, РГТ ЕД 2 就 得 到 它们 的 实 
部 , 取 它 们 的 差 除 以 2i 就 得 到 它们 的 虚 部 . Н Ty (7-2) WJ f $ Gr ЛИН, 
所 以 实 值 函 数 
7, =y) = "eos Bz, 
Ja = (717y2)= e“ sin Bx 
还 是 微分 方程 (7-2) Me, а n oot Bx 不 是 常数 ,所 以 微分 方程 


езіп Вх 
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(7-2) 的 通 解 为 
y=e” (Cicos Bx+C,sin Вх). 
综 上 所 述 , 求 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 


y"+py'+qy=0 (7-2) 
的 通 解 的 步骤 如 下 : 
第 一 步 ” 写 出 微分 方程 (7-2) 的 特征 方程 
r +рг+д = 0. (7-3) 


第 二 步 ” 求 出 特征 方程 (7-3) 的 两 个 根 m ‚г. 
第 三 步 ” 根 据 特 征 方程 (7-3) 的 两 个 根 的 不 同情 形 ,按照 下 列表 格 写 出 微 
分 方程 (7-2) 的 通 解 : 







特征 方程 r +pr+g=0 的 两 个 根 mn ‚т, 
两 个 不 相等 的 实 根 r,r 
两 个 相等 的 实 根 m =, 

НЕ гу. =а+дВі 


ЖАЛ Л В у"+ру'+ду=0 的 通 解 
у= Се!" +C, e” 





у= (С, +С,х) ет 





у= е" (С, cos Вх+С,ѕіп Вх) 


例 1 求 微分 方程 y"-2y'-3y=0 的 通 解 . 
解 ” 所 给 微分 方程 的 特征 方程 为 


21-3 =0, 
其 根 т =-1,r,=3 是 两 个 不 相等 的 实 根 , 因 此 所 求 通 解 为 
y=Cle “+C,e™. 
例 2 жш 2+2 Fess 0 满足 初 值 条 件 s1,-。=4,s 1,-o=-2 的 特 解 . 
解 бунак» 
гї+2г+1=0, 
HAR m =r,=-1 是 两 个 相等 的 实 根 , 因 此 所 求 微分 方程 的 通 解 为 
s=(C,+G,;t)e . 
将 条 件 s1,.。=4 代入 通 解 ,得 C,=4, 从 而 
s=(4+C,t)e. 


将 上 式 对 1 求 导 , 得 
s'=(C,-4-C,t)e™. 
再 把 条 件 *'1,-。=-2 代入 上 式 , 得 C,=2. 于 是 所 求 特 解 为 
5=(4+21)е”. 
例 3 求 微 分 方程 y-2y'+5y=0 的 通 解 . 
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解 ” 所 给 方程 的 特征 方程 为 
r -2r+5=0, 
FAR r,,,=1+2i 37 — ХЭ Ж А. 因此 所 求 通 解 为 
y=e*( C cos 2x+C, sin 2х). 
例 4 在 第 六 节 例 1 中 , 设 物体 只 受 弹 性 恢复 力 f 的 作用 , 且 在 初始 时 刻 


1=0 的 位 置 为 *=m, 初 始 速度 为 全 | = w- 求 反映 物体 运动 规律 的 函数 
x=x(t). 
解 BERHAN R, MBB и 98-0, ОУ Е (6-1) А 


ах a 5 $ 
y x=0, (7 4) 
方程 (7-4) 叫 做 无 阻尼 自由 振动 的 微分 方程 . 
反映 物体 运动 规律 的 函数 x=x(t) 是 满足 微分 方程 (7-4) 及 初 值 条 件 
dx _ 


k шо =%03 ЕТ! а: 
= 


的 特 解 
方程 (7-4) 的 特征 方程 为 +=0, 其 根 r=+ 点 是 一 对 共 轩 复 根 ,所 以 方程 
(7-4) 的 通 解 为 


х= С,соѕ kt+C,sin kt. 


应 用 初 值 条 件 , 定 出 C, =x,,C,= 2 因此 ,所 求 的 特 解 为 


x= xo Cos kt+ esin kt. (7-5) 


为 了 便于 说 明 特 解 所 反映 的 振动 现象 ,我 们 令 


Vo 


хо=Аѕіп Ф, | SA cosp (0<w<27), 


于 是 (7-5) 式 成 为 
x=Asin( Ai+P) ， (7-6) 


vo kx 
A= st, tan p =—. 
k vo 


函数 (7-6) 的 图 形 如 图 7-10 所 示 ( 图 中 假定 x。>0,v。>0). 
函数 (7-6) 所 反映 的 运动 就 是 简 谐振 动 . 这 个 振动 的 振幅 为 4, 初 相 为 9, 周 


其 中 
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图 7-10 


期 为 7= 2 AARI от Ае, JE ( 见 第 六 节 例 1) , 它 与 初 值 条 件 无 关 , 而 


完全 由 振动 系统 (在 本 例 中 就 是 弹簧 和 物体 所 组 成 的 系统 ) 本 身 所 确定 . ЧК, А 
又 叫做 系统 的 固有 频率 . 固有 频率 是 反映 振动 系统 特性 的 一 个 重要 参数 . 
例 5 在 第 六 节 例 1 中, 设 物体 受 弹簧 的 恢复 力 / 和 阻力 RR 的 作用 ,和 且 在 初 


始 时 刻 :=0 的 位 置 =, Ий ЖЕР | 1 24%» 求 反映 物体 运动 规律 的 函数 


x=x(t). 


# х= jN EA BJE А H Bx J) # 








da, +2n = 0 (7-7) 
及 初 值 条 件 
xl = x dx =v 
t=0 °° dt P 0 
的 特 解 . 


方程 (7-7) 的 特征 方程 为 +2nr+k =0, 其 根 为 
r= JZ. 


以 下 按 n<k,n>k 及 n= 三 种 不 同情 形 分 别 进行 讨论 ， 
(1) 小 阻尼 情形 :n<k 
特征 方程 的 根 г= -ntwi (о = уп" ) 是 一 对 共 恩 复 根 , 所 以 方程 (7-7) 的 
通 解 为 
x=e "(C cos ot+C;sin ot). 


_ Votnxo +nxo 





应 用 初 值 条 件 定 出 C, =xo， ,因此 所 求 特 解 为 
ts wt+ шы 7 о) . (7-8) 
@ 
如 例 4 中 所 做 的 那样 , 令 
vo +2, 
о=Аѕіп Ф, — TAs ф (0<g<2r), (7-9) 
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那么 (7-8) 式 又 可 写成 


x=Ae “зїп (ot+@) , (7-10) 


其 中 


(20+PXo ) хуш 


2 2 
w=yk -n , A= |x+—— tan ф= 
w 





从 (7-10) 式 看 出 ,物体 的 运动 是 周期 为 т=н. 但 与 简 谐 振动 不 同 ， 


它 的 振幅 4e“ 随 时 间 е 的 增 大 而 逐渐 减 小 . 因此 ,物体 随时 间 上 的 增 大 而 趋 于 平 
衔 位 置 . 

函数 (7-10) 的 图 形 如 图 7-11 所 示 ( 图 中 假定 x。=0,wv。>0). 

(ii) 大 阻尼 情形 :n>k 

特征 方程 的 根 7 =-n+Vn -k ‚т, = пуп? -ke 是 两 个 不 相等 的 负 实 根 ,所 
以 方程 (7-7) 的 通 解 为 

#=Cie P Сес ЕН, (7-11) 

其 中 任意 常数 C,,C: 可 以 由 初 值 条 件 来 确定 . 

从 (7-11) 式 看 出 ,使 *=0 的 1 值 最 多 只 有 一 个 , 即 物体 最 多 越过 平衡 位 置 
一 次 ,因此 物体 已 不 再 有 振动 现象 . 又 当 гоо 时 ,x 一 0. 因此 ,物体 随时 间 上 的 
增 大 而 趋 于 平衡 位 置 . 

函数 (7-11) 的 图 形 如 图 7-12 所 示 ( 图 中 假定 xo>0,zo>0)， 





图 7—11 7-12 


(11) 临界 阻尼 情形 :n= 
特征 方程 的 根 m =т, = п 是 两 个 相等 的 实 根 ,所 以 方程 (7-7) 的 通 解 为 
x=e "(C+C,t), 
其 中 任意 常数 C, 及 C, 可 由 初 值 条 件 来 确定 . 由 上 式 可 看 出 ,在 临界 阻尼 情形 使 x 
=0 的 i 值 也 最 多 只 有 一 个 ,因此 物体 也 不 再 有 振动 现象 . 又 由 于 


nt 





lim te` 


+= 


. é ; 1 
= lim —= lim —=0, 
+e е 


t+% пе 
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从 而 可 以 看 出 , 当 t— +o 时 ,x 一 0. 因此 ,在 临界 阻尼 情形 ,物体 也 随时 间 :的 增 
大 而 趋 于 平衡 位 置 . 

上 面 讨 论 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 所 用 的 方法 以 及 方程 的 通 解 的 形 
AHE F п 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 上 去 ,对 此 我 们 不 再 详细 讨论 ,只 简 
单 地 叙述 于 下 : 

n 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形式 是 

y” +p y pay 7? +--+р„у'+р„у=0, (7-12) 
其 中 р, ,p;，… p. p. Е. 


有 时 我 们 用 记号 D (叫做 微分 算 子 ) 表示 对 > жее. ае ру, 


а: D"y, 并 把 方程 (7-12) 记 作 


(D"+p D" +…+p， 1D+p, )y=0. (7-13) 
д 
L(D)= D"+p,D" ++p, 1 D+p,, 
Z(D) 叫 做 微分 算 子 D 的 nn 次 多 项 式 .于 是 方程 (7-13) 可 记 作 
L(D)y=0. 
如 同 讨论 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 那样 , 令 y=e". 由 于 De™ =re™,…， 
D"e”=r"e”, 故 L(D)e”=L(r)e™. 因此 把 y=e” 代入 方程 (7-13) ,得 
L(r)e™ =0. 
由 此 可 见 ,如果 选取 r 是 nn 次 代数 方程 L(r)= 0, 即 
гру" +p,r + +р, ir+p, =0 (7-14) 
的 根 ,那么 作出 的 函数 y=e ”就 是 方程 (7-13) 的 一 个 解 . 
方程 (7-14) 叫 做 方程 (7-13 ) 的 特征 方程 . 
根据 特征 方程 的 根 ,可 以 写 出 其 对 应 的 微分 方程 的 解 如 下 : 
特征 方程 的 根 微分 方程 通 解 中 的 对 应 项 
单 实 根 7 

















给 出 一 项 :Ce” 


аи 1 tB BII ;e>*( С, соз Вх+С, віп Bx) 

гу. =а+Ві 

k EKR r 给 出 上 项 :e™(Cl+C,x+*…+C,x"!) 

一 对 上 重复 根 给 出 2k 项 :es [( C, + С, x+ + C, x!) cos Bx + (D, +D, x+ + 
го =а+81 Рух") ѕіп Вх] 


从 代数 学 知道 ,n 次 代数 方程 有 个 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ) ,而 特征 方程 的 每 


- 345 >- 


жін ”微分 方程 








一 个 根 都 对 应 着 通 解 中 的 一 项 , 且 每 项 各 含 一 个 任意 常数 ,这 样 就 得 到 n 阶 常 系 
数 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 
у= Су +С,у, +: +С,у,. 
例 6 Ж y -2y"+5y"=0 的 通 解 . 
解 这 里 的 特征 方程 为 
т*—2г°+5т°=0, 
即 
r (r -2r+5)= 0. 
它 的 根 是 mm =r,=0 ЯП т, „= 1=2i. 因此 所 给 微分 方程 的 通 解 为 
y=C,+C,x+e*( C,cos 2x+C4sin 2х). 





例 7 求 方程 5 后 +B'w=0 的 通 解 , 其 中 B>0， 


解 这 里 的 特征 方程 为 
r: +8" = 0. 
由 于 
产 +B =т*+2°8°+8°—-2т°8° = (r +B ) -2r 8. 

= (1/2 8+8?) (г +V2Br+B’ ), 
所 以 特征 方程 可 以 写 为 

(r ~-V2Br+pB’) (天 +V2Br+B )= 0. 
它 的 根 为 = EU) паа) ,因此 所 给 方程 的 通 解 为 


V2 
w= C cos BO,sin А te F C, cos P yC jsh Ва Ç 
a eg 
习 题 7-7 

1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 
(1) у'+у'-2у=0; (2) y"-4y'=0; 
(3) y"+y=0; (4) y"+6y'+13y=0; 

dx dx 1 , =Й. 
(5) 4 2—20 t25z=0; (6) у”-4у'+5у=0; 
(7) y® -y=0; (8) y) +2y"+y=0; 
(9) у -2y”+y"=0; (10) y +5у”-3бу=0. 


2. 求 下 列 微 分 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 
(1) у"-4у'+3у=0,у1,.,=6,у'1,.,=10; 
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(2) 4у"+4у'+у=0,у!,„=2,у'\,{=0; 

(3) y'3y'-4y=0,yl,..=0,y'|,. = -5; 

(4) у"+4у'+29у=0,уі,,=0,у'1,.=15; 

(5) y'*25y=0,yl|..,=2,y'l . =5; 

(6) y”-4y'+13y=0,yl,.=0,y'l.. =3. 

з. 一 个 单位 质量 的 质点 在 数 轴 上 运动 ,开始 时 质点 在 原点 0 处 且 速 度 为 wm ,在 运动 过 程 

.中 , 它 受 到 一 个 力 的 作用 ,这 个 力 的 大 小 与 质点 到 原点 的 距离 成 A В 
正比 (比例 系数 >0) 而 方向 与 初速 度 一 致 . 又 介质 的 阻力 与 速 
度 成 正比 (比例 系数 k,>0). 求 反映 这 质点 的 运动 规律 的 函数 . 

4. 在 图 7-13 所 示 的 电路 中 先 将 开关 S 拨 向 4, 达 到 稳定 状 
态 后 再 将 开关 S 拨 向 B, 求 电压 и (1) KE i(t). CA E= 
20 V,C=0.5x10 ° F,L=0.1 H,R=2 000 Q. 

5. 设 圆柱 形 浮 简 的 底面 直径 为 0.5 mm ,将 它 铅 直 放 在 水 中 ， 
当 稍 向 下 压 后 突然 放 开 , 浮 简 在 水 中 上 下 振动 的 周期 为 2 s, 求 浮 简 的 质量 . 
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本 节 着 重 讨论 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 ,并 对 n 阶 方程 的 解 
法 作 必 要 的 说 明 . 
二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 一 般 形 式 是 
y"'+py'tqy=f(x), (8-1) 
其 中 p,g 是 常数 . 
由 第 六 节 定 理 3 可 知 , 求 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 ,归结 为 求 
对 应 的 齐 次 方程 
y"+py'+qy=0 (8-2) 
的 通 解 和 非 齐 次 方程 (8-1) 本 身 的 一 个 特 解 . 由 于 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方 
程 的 通 解 的 求法 已 在 第 七 节 得 到 解决 ,所 以 这 里 只 需 讨 论 求 二 阶 常 系数 非 齐 次 
线性 微分 方程 的 一 个 特 解 y" 的 方法 . 
本 节 只 介绍 当 方 程 (8-1) 中 的 f(x) 取 两 种 常见 形式 时 求 y' 的 方法 . 这 种 方 
法 的 特点 是 不 用 积分 就 可 求 出 y“ 来 , 它 叫做 待定 系数 法 .f(x) 的 两 种 形式 是 
(1) f(x)=e*P,(x) ,其 中 和 是 常数 ,P(x) 是 x 的 一 个 m 次 多 项 式 : 
P (x)=ax"+a x" 十 二 GAY 二 GAS 
(2) /(х)= е**[ P.(x)cos wx+Q,(x)sin wx] ,其 中 A\w Е, о 0, Р(х). 
Q,(%) 分 别 是 x 的 1 次 .n K£ K, НИХ — ul 073. 
下 面 分 别 介 绍 f(x) 为 上 述 两 种 形式 时 y 的 求法 . 
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一 、f/(x)=e™P,(%x) 型 


我 们 知道 ,方程 (8-1) 的 特 解 y 是 使 (8-1) 成 为 恒等式 的 函数 . 怎样 的 函数 
能 使 (8-1) 成 为 恒等式 呢 ? 因 为 (8-1) 式 右 端 f(x) 是 多 项 式 P,(x) 与 指数 函数 
e“ 的 乘积 ,而 多 项 式 与 指数 函数 乘积 的 导数 仍然 是 多 项 式 与 指数 函数 的 乘积 ， 
因此 ,我 们 推测 y =R(x)e*( 其 中 R(x) 是 某 个 多 项 式 ) 可 能 是 方程 (8-1) 的 特 
解 . 把 y" ,y" K y" "代入 方程 (8-1) ,然后 考虑 能 否 选 取 适 当 的 多 项 式 R(x) ,使 
y =R(x)e* 满 足 方程 (8-1). 为 此 ,将 
y` =R(x)e", 
y`'=e"[AR(x)+R'(x)], 
y`"=e™®[A°R(x)+2AR'(x)+R"(x)] 
代 人 方程 (8-1) 并 消去 e” ,得 
R"(x)+(2À+p)R'(x)+(À +pA+q) R(x)= Р„(х). (8-3) 
(i) 如 果 和 不 是 (8-2) 式 的 特征 方程 +pr+g=0 HAR, BI А? +pA+q #0, H + 
P,(x) 是 一 个 m 次 多 项 式 ,要 使 (8-3) 的 两 端 恒 等 , 那 么 可 令 R(x) 为 男 一 个 m 
次 多 项 式 К„(х): 
R (x)= bax" +b x"! ++ +b, рх, 
代入 (8-3) 式 ,比较 等 式 两 端 x [Н] К ЖЕП Ж ЖС. ЖЛЕ ЗИ bos bist b, ЕЖА 
的 m+1 个 方程 的 联 立方 程 组 . 从 而 可 以 定 出 这 些 b,(i=0,1,…,m) ,并 得 到 所 求 
的 特 解 y* =R,(x)e”™. 
Gi) 如 果 A 是 特征 方程 +pr+g=0 的 单 根 , 即 А +pA+g=0, 但 2A+p 关 0, 要 
使 (8-3) 的 两 端 恒 等 , 那 么 К (х) 必须 是 m 次 多 项 式 . 此 时 可 令 
R(x)= xR, (x), 
并 且 可 用 同样 的 方法 来 确定 R,(x) 的 系数 6.(i=0,1,2,…,m). 
(11) 如 果 À 是 特征 方程 r+pr+g=0 的 重 根 , 即 À +pÀA+q=0,H 2A+p=0, 要 
使 (8-3) 的 两 端 恒 等 ,那么 R"(x) 必 须 是 m 次 多 项 式 . 此 时 可 令 
R(x)= x К„(х), 
并 用 同样 的 方法 来 确定 R,(x) 中 的 系数 . 
综 上 所 述 ,我 们 有 如 下 结论 : 
如 果 f(x)=e*”P,(x) ,那么 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 (8-1) 具 有 形 
如 
` =x'R, (x)e** (8-4) 
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的 特 解 ,其 中 R(x) 是 与 P,(x) 同 次 (m 次 ) 的 多 项 式 , 而 k 按 入 不 是 特征 方程 的 
根 、 是 特征 方程 的 单 根 或 是 特征 方程 的 重 根 依次 取 为 0、1 或 2. 
上 述 结论 可 推广 到 n 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,但 要 注意 (8-4) 式 中 
的 天 是 特征 方程 含 根 和 的 重复 次 数 ( 即 若 A 不 是 特征 方程 的 根 , 则 大 取 为 0; 若 入 
ERENER s ER, ДЈ k BO s). 
例 1 求 微 分 方程 y-2y'-3y=3x+1 的 一 个 特 解 . 
解 ” 这 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 , 且 函 数 /(x) 是 e*P,(x) 型 (其 
中 和 =0,P,(x)= 3x+1). 
与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y"-2y'-3y=0, 
它 的 特征 方程 为 
r"=2r—3 = 0. 
由 于 这 里 À =0 不 是 特征 方程 的 根 ,所 以 应 设 特 解 为 
у* =b;x+b,. 
把 它 代 人 所 给 方程 ,得 
-3b,x-2b,-3b, =3x+1, 
比较 两 端 * 同 次 寡 的 系数 ,得 
-30,=3, 
в =1. 


由 此 求 得 和 = -1,5 = 可. 于 是 求 得 一 个 特 解 为 


" 1 
у= 
例 2 求 微 分 方程 y'-5y'+6y=xe “的 通 解 . 
解 ” 所 给 方程 也 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,是 f(x) 旦 e P (х) Ж 
(其 中 和 =2,P,(x)=%*). 
与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 
y"-5y'+6y=0, 
它 的 特征 方程 
r —5r+6=0 
有 两 个 实 根 r =2,m =3. 于 是 与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
Y=C e”+C,e”. 
由 于 入 =2 是 特征 方程 的 单 根 , 所 以 应 设 y 为 
у" =x(byx+b,)e”. 
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把 它 代 人 所 给 方程 ,得 
-2b,x+2b,-b, = x. 
比较 等 式 两 端 同 次 寡 的 系数 ,得 


-2 
a =0. 
b=. =-1. 因此 求 得 一 个 特 解 为 
š 1 2 
=a( —> 1) e 
从 而 所 求 的 通 解 为 


y= Се +С, (29а) е^. 


Z, Кх) = е[Р,(х) соз wx+Q,(x)sin ох | #0 


应 用 欧 拉 公式 
二 : a] Ө _ 1-10 
соз б=-—- (е +e ), sin 0=2-(е е"), 


把 f(x%) 表 示 成 复 变 指数 函数 的 形式 ,有 
f(x)=e*[Pcos wx+0Q,sin ох ] 





P, „© е9) Р, Ri e AF628 
2 +21 2. 2i 


= Р(х) е(^*°*+Р(х) а= М 
其 中 


P(x)= i, Р(а)= 51- = 


=з 
ПРО £ BEEE И ЖО, f m = 


PQ Ph Qa 0. Pi Qa; 
2 21 2 2 2 
EERI MK m 次 多 项 式 ( 即 它 
тах {1,љ|. 

应 用 上 一 目的 结果 ,对 于 /f(x) 中 的 第 一 项 P(x)e t ЖК m XZ 
项 式 К„(х) ,使 得 y; == "Re" "为 方程 


y"+py'+qy=P(x)e 


(А+@1)х 
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的 特 解 , 其 中 上 按 A+wi 不 是 特征 方程 的 根 或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 或 1. 
由 于 了 (x) 的 第 二 项 Р(х)е “与 第 一 项 Р(х) ее, ЛТД Б] уу 成 共 
НОА С yy =x R e К 

у"+ру'+ду=Р(х)е 
的 特 解 ,这 里 R, 表 示 与 R WRI m 次 多 项 式 . 于 是 ,根据 第 六 节 定 理 4, 方 程 
(8-1) 具 有 形 如 


(A-wi)x 


у" == R epg" R ee 
的 特 解 . 上 式 可 写 为 
у“ =x*e" [R e“ +R e °%*“] 
=х*е**[ R (cos wx+i sin wx) +Ё (cos wx-i sin ox)], 
H FH РД BJ BN Ji S H. ku 98 НО, #B Jill ИП JG Bë S8 , Br bÀ АД 55 pR, SK R 28 BJ JÉ 2 
y =х*е**[ R')(x)cos oz+R) (х) зіп wx]. 

综 上 所 述 ,我 们 有 如 下 结论 : 

WMR Лх) = е"[Р,(х) соз wx+Q,(x)sin wox], 则 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 
方程 (8-1) 的 特 解 可 设 为 

у" =х*е*“[ R')(x)cos ox+R) (x)sin ox], (8-5) 

其 中 R(x) RE (х) Е т KEDR, т = тах |1,п|, ii k R À+oi (或 A-wi) 不 是 
特征 方程 的 根 、 或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 sk 1. 

上 述 结论 可 推广 到 n 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ,但 要 注意 (8-5) 式 中 
的 & 是 特征 方程 中 含 根 和 +wi (或 A-wi) 的 重复 次 数 . 

例 3 求 微 分 方程 y+y=xcos 2x 的 一 个 特 解 . 

解 ” 所 给 方程 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 , 昌 f(x) 属 于 e* [P(x) 
cos ox+Q,(x)sin wx] 型 (其 中 入 =0,w=2,P,(x)=x,0,(x)=0). 

与 所 给 方程 对 应 的 齐 次 方程 为 

у"+у=0, 
它 的 特征 方程 为 
r +1=0. 
由 于 这 里 A+wi=2i 不 是 特征 方程 的 根 , 所 以 应 设 特 解 为 
y` =(ax+b)cos 2x+(cx+d)sin 2x. 
把 它 代 入 所 给 方程 ,得 
( —3axm—3b+4c)cos 2x-(3cx+3d+4a)sin 2x=xcos 2x. 


比较 两 端 同类 项 的 系数 ,得 
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—3a=1, 

-30+4c=0， 

-3c=0， 

-34-4а=0, 
由 此 解 得 


1 4 
Бу эе b=0 =0 а=. 
а 3 , ‚© , 9 


于 是 求 得 一 个 特 解 为 
z 0 4. 
y =—s eos 20+ sin 2х. 


例 4 求 微分 方程 Y-y=e cos 2х 的 一 个 特 解 . 
解 这 是 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 , 目 f(x) 属 e™ [ P,( x) cos wx + 
Q.(x)sin wx] 型 (这 里 和 A=1,w=2,P,(x)=1,0Q,(x)=0). 
特征 方程 为 -1=0, 由 于 和 A+wi=1+2i 不 是 特征 方程 的 根 ,所 以 应 设 特 解 为 
у“ =e*(a cos 2x+b sin 2х). 
求 导 得 
у‘ '=е[ (а+2Ь) соѕ 2x+( —2a+b)sin 2x], 
y'"=e*[ (-3а+4Ь) соз 2x+(-4a-3b)sin 2х]. 
代入 所 给 方程 ,得 
4e*[ ( —a+b)cos 2x—(a+b)sin 2x] =e"cos 2х, 


比较 两 端 同类 项 的 系数 ,有 


因此 所 给 方程 的 一 个 特 解 为 


у“ = sin 2x—cos 25). 


8 
515 在 第 六 节 例 1 中, 设 物体 受 弹 性 恢复 力 f 和 铅 直 干扰 力 的 作用 . 试 
求 物体 的 运动 规律 . 
解 ” 这 里 需要 求 出 无 阻尼 强迫 振动 方程 
i pt (8-6) 
dt 
的 通 解 . 
对 应 的 齐 次 微分 方程 ( 即 无 阻尼 自由 振动 方程 ) 为 
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фх ,2 
ера =0, (8-7) 
它 的 特征 方程 + =0 [045 r= =. 故 方程 (8-7) 的 通 解 为 
X=C cos kt+C;sin kt. 
令 С, =Asin ф,С, = Асов p, 则 方程 (8-7) 的 通 解 又 可 写成 
X=Asin(kt+ø), 
ЖР ,А,р 为 任意 常数 . 
方程 (8-6) 右 端的 函数 
J(t)= hsin pt 
与 f(1)=e*”*[P,(t)cos ot+Q,(t)sin ot] Hi, A à=0,w=p,P,(t)=0, 
О,(1) = h. MEDIR p= k 和 P= 两 种 情形 讨论 如 下 : 
(i) WÈ рэ, Д Atwi=+pi 不 是 特征 方程 的 根 , 故 设 
x° =a,eos pt+b sin pt. 


代入 方程 (8-6) 求 得 





a, =0, b, “е i 
于 是 
x = asin pt. 
МТ pk IJ , Jr aë ( 8 —6 ) BJ 38 f: М 
x=X+x `° = Аѕіп( К+) крт рі. 


上 式 表示 ,物体 的 运动 由 两 部 分 组 成 ,这 两 部 分 都 是 简谱 振动 . 上 式 第 一 项 
表示 自由 振动 ,第 二 项 所 表示 的 振动 叫做 强迫 振动 . 强迫 振动 是 干扰 力 引起 的 ， 
它 的 角 频 率 即 是 干 护 力 的 角 频率 p; 当 干扰 力 的 角 频 率 p 与 振动 系统 的 固有 频率 
4 相差 很 小 时 , 它 的 振幅 | 天 = 二 | 可 以 很 大 
Gi) 如 果 p=h 那么 Azwi= spi 是 特征 方程 的 根 . 故 设 


x" =t(a cos kt+b sin kt). 








代入 方程 (8-6) 求 得 


h 
Tp b, =0 
于 是 
x =- леон kt. 
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从 而 当 p=k 时 ,方程 (8-6) 的 通 解 为 


x=X+x ` =Asin( А+) -tcos kt. 


上 式 右 端 第 二 项 表明 ,强迫 振动 的 振幅 和 随时 间 上 的 增 大 而 无 限 增 大 . 这 


就 发 生 所 谓 共振 现象 . 为 了 避免 共振 现象 ,应 使 干扰 力 的 角 频 率 p 不 要 靠近 振动 
系统 的 固有 频率 .反之 ,如 果 要 利用 共振 现象 ,那么 应 使 p=k 或 使 p 与 尽量 
有 阻尼 的 强迫 振动 问题 可 作 类 似 的 讨论 ,这 里 从 略 了 . 


2] 题 7-8 
1. 求 下 列 各 微分 方程 的 通 解 : 
(1) 2y"+y'-y=2e*; (2) "a y=e"; 
(3) 2у"+5у'=5х°-2х-1; (4) y+3y +2y=3xe™; 
(5) у"-2у'+5у=е*віп 2x; (6) у"-бу'+9у= (х+1)е*; 
(7) у'+5у'+4у=3-2х; (8) у”+4у=хсов х; 
(9) у"+у=е“+соѕ х; (10) у"-у= віп? х. 


2. 求 下 列 各 微分 方程 满足 已 给 初 值 条 件 的 特 解 : 
(1) у"+у+ѕіп 2x=0,yl, =1,y l, =l; 
(2) y'-3y'+2y=5,yl,. =1l,y'l,. =2; 


п , 25 6 , 33 
(3) y” 10y'+9y=e у 1,0277: Ыга; 


(4) у"-у=4хе*,у!,„=0,у'1,„=1; 

(5) y'4y'=5,yl,.,=1,y'l,. =0. 

3. 大 炮 以 仰角 a IERE p Яа 8 , 若 不 计 空 气 阻 力 , 求 弹道 曲线 . 

4. 在 RLC 含 源 串 联 电路 中 ,电动 势 为 已 的 电源 对 电容 器 C 充电 . ВЯ E= 20 V, 
C=0.2 pF,Z=0.1H,R=10000, 试 求 合 上 开关 S 后 的 电流 (0) K Hi Bu (t). 

5. 一 链条 悬挂 在 一 钉子 上 ,起 动 时 一 端 离开 钉子 8 m 另 一 端 离开 钉子 12 中 ,分 别 在 以 下 
两 种 情况 下 求 链条 滑 下 来 所 需要 的 时 间 : 

(1) 若 不 计 钉 子 对 链条 所 产生 的 摩擦 力 ; 

(2) 若 摩 擦 力 的 大 小 等 于 1 m 长 的 链条 所 受 重力 的 大 小 . 

6. 设 函 数 ф(х) 连续 , 且 满 足 


p(x)=e+| toli) di-a f p(t) di, 
Ж ф(х). 
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“第 九 节 欧 拉 方程 


变 系 数 的 线性 微分 方程 ,一 般 说 来 都 是 不 容易 求解 的 . 但 是 有 些 特殊 的 变 系 
数 线性 微分 方程 , 则 可 以 通过 变量 代 换 化 为 常 系数 线性 微分 方程 ,因而 容易 求 
解 , 欧 拉 方程 就 是 其 中 的 一 种 . 
形 如 
a'y apa" y h tp, уху'+р,у=/(х) (9-1) 
的 方程 (其 中 p, ,p;,… ,Pp, 为 常数 ) ,叫做 欧 拉 方 程 . 
作 变 换 x=e' 或 4=lnx, 将 自 变量 x О, В 
dy_ dy dí_ 1dy 
dx dt dx x dt’ 





day, -l Фу ar 
dx? Pra dt 


dy 1 dy ,dy +2 9 
3 
lz аг? а): 


如 果 采 用 记号 D 表示 对 t кэй, 那么 上 述 计 算 结果 可 以 写成 


xy'=Dy, 
ZN dy ау _ d° 
_ =_= -D р(р-1 
x) U d Е: а) чене a 
йе dy adrad (D'-3D°+2D)y=D(D-1)(D-2)y, 
t t 


一 般 地 ,有 
х^у = D(D-1)::: (D-k+1)y. 
把 它 代 入 欧 拉 方 程 (9-1) , 便 得 一 个 以 1 为 自 变 量 的 常 系数 线性 微分 方程 . 在 求 
出 这 个 方程 的 解 后 ,把 1 换 成 In x, 即 得 原 方程 的 解 . 
例 求 欧 拉 方程 x y"+x y"-4xy'=3x 的 通 解 . 
解 ” 作 变换 x=e' 或 t=In x, 原 方程 化 为 
D(D-1)(D-2)y+D(D-1)y-4Dy=3e”, 





Ф 这 里 仅 在 x>0 范围 内 求解 . 如 果 要 在 x<0 内 求解 ,那么 可 作 变 换 x=-e' 或 1:=In( -x) ,所 得 结果 与 
x>0 内 的 结果 相 类 似 . 


> 355 > 


жж $J PE 








即 
р?у-20?у-3ру= Зе”, 
或 
ау а?у ау u 
E a 3 q een, 
方程 (9-2) 所 对 应 的 齐 次 方程 为 
dy Фу ,dy_ 
Дл л 
其 特征 方程 为 
r -2r-3r=0, 


Ж =1Ж:г=0,г,=-1,г,=3. 于 是 方程 (9-3) 的 通 解 为 
=g з _ С, 3 
Ү=С,+С,е'+С,е = C, ,+—+CG,x . 


ж 
根据 上 节 第 一 目 , 特 解 的 形式 为 
у" =be” =b% , 


代入 原 方程 , 求 得 5=- 广 , 即 


于 是 ,所 给 欧 拉 方程 的 通 解 为 0 


C 
у=С, + tC — =. 


"3 й 7-9 
求 下 列 欧 拉 方 程 的 通 解 : 
1. х'?у"+ху'-у=0; 2. 0627-2, 
ход x 
3. ху"+3а2у"-2ху'+2у=0; 4. х2у"-2ху'+2у=1а2х-21 x; 
5. х2у!+ху'-4у=х'; 6. х?у"-ху'+4у = хвіп(1п x); 
7. x° y"—3xy'+4y=x+x ln x; 8. х?у”+2ху'-2у=х°1п x+3x. 





D 这 是 在 x>0 内 所 求 得 的 通 解 . 容易 验证 ,在 x<0 内 , 它 也 是 所 给 方程 的 通 解 . 


-356 · 


(9-2) 


(9-3) 


“第 十 节 常 系数 线 性 微分 方程 组 解法 举例 








“第 十 节 ” 常 系数 线性 微分 方程 组 解法 举例 


前 面 讨论 的 是 由 一 个 微分 方程 求解 一 个 未 知 函 数 的 情形 ,但 在 研究 某 些 实 
际 问题 时 ,还 会 遇 到 由 几 个 微分 方程 联 立 起 来 共同 确定 几 个 具有 同一 自 变量 的 
函数 的 情形 . 这 些 联 立 的 微分 方程 称 为 微分 方程 组 . 

如 果 微 分 方程 组 中 的 每 一 个 微分 方程 都 是 常 系数 线性 微分 方程 ,那么 ,这 种 
微分 方程 组 就 叫做 常 系数 线性 微分 方程 组 . 

对 于 常 系数 线性 微分 方程 组 ,我 们 可 以 用 下 述 方法 求 它 的 解 : 

第 一 步 ” 从 方程 组 中 消去 一 些 未 知 函 数 及 其 各 阶 导 数 , 得 到 只 含有 一 个 未 
知 函 数 的 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 . 

第 二 步 。” 解 此 高 阶 微分 方程 , 求 出 满足 该 方程 的 未 知 函数 . 

第 三 步 ” 把 已 求 得 的 函数 代入 原 方程 组 ,一 般 说 来 ,不 必 经 过 积分 就 可 求 出 
其 余 的 未 知 函数 . 

例 1 解 微分 方程 组 


dy 
dy (10-1) 
U ayaa (10-2) 
dx 


Ж ”这 是 含有 两 个 未 知 函 数 y(x) zC) H h WJ И # 28 #k PE Jy Fë H R 
的 方程 组 . 
设法 消去 未 知 函 数 y. 由 (10-2) 式 得 


у= (ы). (10-3) 


对 上 式 两 端 求 导 ,有 


dz 2\йх' dx 
把 (10-3) (10-4) 两 式 代 入 (10-1) 式 并 化 简 ,得 

“4-2 22 220, 
这 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 , 它 的 通 解 是 

2=(С,+С,х)е". (10-5) 
再 把 (10-5) 式 代入 (10-3) 式 ,得 


y= (2C, +C,+20,x) e". (10-6) 


z T ы (10-4) 
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将 (10-5) (10-6) 联 立 起 来 ,就 得 到 所 给 方程 组 的 通 解 . 
如 果 我 们 要 得 到 方程 组 满足 初 值 条 件 
у1.0=1, z|,.o=0 
的 特 解 ,只 需 将 此 条 件 代 人 (10-6) 和 (10-5) 式 ,得 
| => (2C,+C,) ç 
0=C,. 

由 此 求 得 
С,=0, C,=2. 

于 是 所 给 微分 方程 组 满足 上 述 初 值 条 件 的 特 解 为 
у=(1+2х)е*, 
ачен 

在 讨论 常 系数 线性 微分 方程 (或 方程 组 ) 时 , 常 采用 第 七 节 中 引 人 的 记号 D 
表示 对 自 变量 кея, 
例 2 解 微分 方程 组 


解 ” 用 记号 DARE, MIRATE 


(D’-1)x+Dy=e', (10-7) 
ее ei (10-8) 
我 们 可 以 类 似 于 解 代 数 方程 组 那样 消去 一 个 未 知 数 , 例 如 为 消去 x, 可 作 如 
下 运算 : 
(10-7)-D(10-8) : –-х-р?у=е’, (10-9) 
(10-8)+D(10-9); (-р*+0°+1)у= ре", 
即 
(-D'+D ° +1)y=e.. (10-10) 
(10-10) 式 为 四 阶 非 齐 次 线性 方程 ,其 特征 方程 为 


—r'+r”+1=0, 


го =жа= + wf, T; =+Bi= +i =, 


解 得 特征 根 为 
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容易 求 得 一 个 特 解 y”=e ,于 是 得 (10-10) 的 通 解 为 
y=C,e “+C,e“+C;cos Bi+C4sin Bi+e (10-11) 
再 求 x. 由 (10-9) 式 , 即 有 
xz=-D'y-—e', 
以 (10-11) 式 代入 上 式 , 即 得 
х=а Cle “~a C,e™-B’ Csin Bt+B’ С,соѕ Bt-2e'. (10-12) 
将 (10-11) 和 (10-12) 两 个 函数 联 立 ,就 是 所 求 方程 组 的 通 解 . 

这 里 要 注意 ,在 求 得 一 个 未 知 函 数 以 后 ,再 求 另 一 个 未 知 函 数 时 ,一般 不 再 
积分 (积分 就 会 出 现 新 的 任意 常数 ,从 (10-11)、(10-12) 两 式 可 知 两 式 中 的 任 
意 常数 之 间 有 着 确定 的 关系 ). 

我 们 也 可 用 行列 式 解 上 述 方程 组 . 由 (10-7) 和 (10-8) ,有 
D-1 D р°-1 е 

D D+ D 0 


» 











= 
即 

(D*-D°-1)y=-e'. 
这 与 (10-10) 式 是 一 样 的 . 但 再 求 x 时 ,不 宜 再 次 应 用 行列 式 . 如 再 应 用 行列 式 ， 


得 














D’-1 D e D 
D D| |o pal 
即 
(0*-0?-1)х=2е', 
解 得 


x=Ale “+A,e“+A,cos Bt+A,sin Bi-2e , 
则 必须 说 明 4 ‚А, ‚А, A5 С, ‚С, C, „С, Z AKR. 
注意 这 里 的 “系数 行列 式 ” 
D-1 D 
D D+ 
是 D 的 四 次 多 项 式 ,这 就 标志 着 微分 方程 组 是 四 阶 的 , 它 的 通 解 中 一 定 恰 含 四 
个 任意 常数 . 


=D*-D’-1 








“ 习 题 7-10 


1. 求 下 列 微分 方程 组 的 通 解 : 
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dy _ dx 
tij de J dË 7 

dz ( Фу 

——=у; =x; 

dx КТ ЖА 

dx dy _ dx 
5 dtd СУЗ» т" t= А 

dx dy_ Чу: зуй, 

dr a Y 3; а“ 37 一 6 3 

da oyyy dx dY ду 25] 
w" Ë t2x+ dy ty=t, i | 3x+2 dr +477 2sin 

ya Чжу ЧУ  _ 

5+, +Зу=г ; 2 q: +2441, у= сов t. 
2. 求 下 列 微分 方程 组 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 

9? 160 {а Чу „ 0, xl =1 
15 dt =Y, Tiap V iai dË di тыз 1=0 719 

Чу... =1; ds yz е 

4.27%» yl. =l; 1+7=0, yl,. a =0; 

dx Б Е dx dy _ 3 

dt+3x-y=0， x]. =l; 2 q: 4st у=е ,x| o= 7’ 
(3) (4) 

С: ДЕВА =0, у,0=4; е зай =0, yl,. = 0; 

d: У=9, У!,.0=%; dt y » =0 ; 

dx dy _ 10 
~ dr 1008 t х1,.0=2, 

dx dy С -2! р: 

27748 ; yl;. =0; 

dx dy а _ 48 

dr ts +3y=e 一 1 ， zl, =4o° 
(6) 

S s gt, yl u =S. 

di а 人 

总 习题 七 

1. Жл; 


(1) xy"+2x y +x y=x +l 是 阶 微分 方程 ; 
(2) 一 阶 线性 微分 方程 yY+P(xz)y=Q@(Cx) 的 通 解 为 


(3) 与 积分 方程 y= [ f(x,y) dx 等 价 的 微分 方程 初 值 问 题 是 
(4) 已 知 y=1,y=x,y= 妇 是 某 二 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 的 三 个 解 , 则 该 方程 的 通 解 为 _ 





2. 以 下 两 题 中 给 出 了 四 个 结论 ,从 中 选 出 一 个 正确 的 结论 : 
(1) 设 非 齐 次 线性 微分 方程 y+P(x)y=Q@(x) 有 两 个 不 同 的 解 :y,(x) 与 y,(*),C 为 任意 
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总 习题 七 





常数 , 则 该 方程 的 通 解 是 ( ); 


(А) С[у, (х) -у,(х) ] (В) у(х) +С[у (х) у, (х) ] 

(С) С[у, (х) +у,(ж) ] (D) у(х) +С[у, (х) +у,(х) ] 

(2) АНН у, =е",у, = 25е", у, =3e* 的 三 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 是 ( js 
(A) y"-y"-y'+y=0 (B) у"+у”-у'-у=0 

(C) у”-бу”+11у'-бу=0 (0) у”-2у"-у'+2у=0 


3. 求 以 下 列 各 式 所 表示 的 函数 为 通 解 的 微分 方程 : 
(1) (x+C) +y =1 (其 中 CC 为 任意 常数 ); 

(2) y=C,e'+C,e2?* (其 中 C,,C; 为 任意 常数 ). 

4. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 


(1) ху'+у=2 /xy; (2) xy'ln x+y=ax(ln x+1); 
dy y . dy 3 3 
эу Лы УУ. ду Linya y 0: 
DT (4) 2 ау-а7у? =0; 
(5) y"+y°+1=0; (6) yy"-y" -1=0; 
(7) y"+2y'+5y=sin 2x; (8) у”+у”-2у'=х(е*'+4); 
* (9) (yf -3x )dy+xydx=0; (10) у'+х= Vx +y. 


5. 求 下 列 微分 方程 满足 所 给 初 值 条 件 的 特 解 : 
(1) y’ dx+2(x° -xy )dy=0,x=1 时 y=1; 
(2) у"-ау'? =0,х=0 BJ у=0,у'=-1; 


(3) 2y"-sin 2y=0,x=0 i y= y =l; 

(4) y"+2y'+y=cos х,х=0 В y=0,y' = 

6. 已 知 某 曲线 经 过 点 (1,1) , 它 的 切线 在 纵 轴 上 的 截 距 等 于 切 点 的 模 坐 标 , 求 它 的 方程 . 

7. 已 知 某 车 间 的 体积 为 30x30x6 m° ,其 中 的 空气 含 0. 12% 的 СО, ( 以 体积 计算 ). 现 以 
& Co, 0.04% 的 新 鲜 空 气 输入 , 问 每 分 钟 应 输入 多 少 , 才 能 在 30 min 后 使 车 间 空 气 中 CO, fJ 
含量 不 超过 0.06% ? (假定 输入 的 新 鲜 空 气 与 原 有 空气 很 快 混合 均匀 后 ,以 相同 的 流量 排 
H.) 

8. 设 可 导 函 数 p(x) 满 足 

ф(х)соз x+2 p(t)sin tdi=x+1, 


求 p(x). 

9. 设 光滑 曲线 y=p(x) 过 原点 , 且 当 x>0 时 g(x)>0. 对 应 于 [0,xj] 一 段 曲 线 的 弧 长 为 e* 
-1 , 求 olx). 

10. 设 y(x),y,(x) 是 二 阶 齐 次 线性 方程 y+p(x)y’+q(x)y=0 的 两 个 解 , 令 


у(х) yala) 


W(x)= = y,(x)y; (z)—y, (х)у,(х), 








у. (х) у (ж) 
ВЕНН: (1) Wix) WEHE У ' р(х) И =0; 
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(2) W(x)= Wa pe б, 
“11. 求 下 列 欧 拉 方 程 的 通 解 : 


(1) x y"+3xy'+y=0; (2) х?у"-4ху'+бу=х. 
112. 求 下 列 常 系数 线性 微分 方程 组 的 通 解 : 
dx „Чу ds „Чх Чу 
a g = FT d ti +y=0, 
og | Ch 
= S Зу. OR м СУ 
3 ч +2х+4 ДЕ з? t; гт +2 4; +у=е, 
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附录 I 二 阶 和 三 阶 行列 式 简 介 


给 出 二 元 线性 方程 组 
a% +a% =b, 
Aa +a% =b, 
求 这 方程 组 的 解 . 
用 大 家 熟知 的 消 元 法 ,分别 消去 方程 组 (1) 中 的 x 及 x ,得 
эжей tome 


(аа-аа, )z,=anb,-b,a,,. 


下 面 引入 二 阶 行列 式 ,然后 利用 二 阶 行列 式 来 进一步 讨论 上 述 问题 . 


设 已 知 四 个 数 排 成 正方 形 表 


则 数 G, G, -aacdi 称 为 对 应 于 这 个 表 的 二 阶 行 列 式 ,用 记号 








а, An 
а а» 
表示 ,因此 
а, ау 
= Ai Aa Taia. 
а а, 








(1) 


(2) 


(3) 


数 cu ,а„,а„ az 叫做 行列 式 (3 ) 的 元 素 , 横 排 叫做 行 , 竖 排 叫做 列 . 元 素 а, 
中 的 第 一 个 指标 i 和 第 二 个 指标 j 依次 表示 该 元 素 所 在 的 行 数 和 列 数 . 例如 ,元 


Ж a 在 行列 式 (3) 中 位 于 第 二 行 和 第 一 列 . 
现在 ,方程 组 (2) 可 利用 行列 式 来 表示 . 设 








ау а, 
D= =G,íG; ае ; 
а G 
b, а, 
D = b =b,a,-apob,, 
2 G 
ац 1 
D,= =a, b, -ba , 
a, b, 








则 方程 组 (2) 可 写成 
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附录 工 二 阶 和 三 阶 行列 式 简介 





Dx. =D,, 
| (2) 


Dx, =D,. 
我 们 注意 到 ,D 就 是 方程 组 (1) 中 x 及 x, 的 系数 构成 的 行列 式 , 因 此 称 为 系 
数 行列 式 ,而 D, 和 DD, 分别 是 用 方程 组 (1) 右 端的 常数 项 代替 D 的 第 一 列 和 第 二 
列 而 形成 的 . 
# D0, 则 方程 组 (2) 的 解 为 


=- (4) 


把 (4) 中 x 及 zx, 的 值 代入 方程 组 (1) , 便 可 证 实 %, 及 x%*, 的 这 对 值 也 是 方程 组 
(1) 的 解 . 另 一 方面 ,(2) 是 由 (1) 导 出 的 ,因此 (1) 的 解 一 定 是 (2) 的 解 . 现在 (2) 
只 有 一 组 解 (4) ,所 以 (4) 是 方程 组 (1) 的 唯一 解 . 由 此 得 出 结论 : 

在 Dz0 的 条 件 下 ,方程 组 (1) 有 唯一 的 解 


例 1 解 方程 组 
2x+3y=8, 
| 


3 
|=2(-2)-3х1--7, 


a |=8x(-2) -3x035 1, 


2 8 
hra 
[|] D=-7=0 , Br 25 Jy Е — fi 
D, -7 
s= =l уштен, 
下 面 介 绍 三 阶 行列 式 概念 . 
设 已 知 九 个 数 排 成 正方 形 表 


[=2xC-3) -8x1=-14 


Aï ya М 
则 数 аааз +а ааз +аза а 93443 -0 0 033 аа а К РЭХА 


表 的 三 阶 行列 式 , 用 记号 
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HRI 二 阶 和 三 阶 行列 式 简 介 





表示 ,因此 


G, а, Gs 


=a 107433 +014343 +G, G, A33 一 213022031 一 Gil2021033 7411 A23 432- (5) 

关于 三 阶 行列 式 的 元 素 ` 行 、 列 等 概念 ,与 二 阶 行列 式 的 相应 概念 类 似 , 不 再 
重复 . 

(5) 式 右 端 相当 复杂 ,我 们 可 以 借助 下 列 图 形 得 出 它 的 计算 法 则 (通常 称 为 


_ || | 


行列 式 中 从 左上 角 到 右 下 角 的 直线 称 为 主 对 角 线 ,从 右上 角 到 左下 角 的 直 
线 称 为 次 对 角 线 . 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 以 及 位 于 主 对 角 线 的 平行 线 上 的 元 素 
与 对 角 上 的 元 素 的 乘积 ,前面 都 取 正 号 . 次 对 角 线 上 元 素 的 乘积 以 及 位 于 次 对 角 
线 的 平行 线 上 的 元 素 与 对 角 上 的 元 素 的 乘积 ,前 面 都 取 负 号 . 








2 1 2 
例 2 -4 3 1 
2 3 5 








=2х3х5+1х1х2+2х(-4) х3-2х3х2-1х(-4) х5-2х1х3 
= 30+2-24-12+20-6 = 10. 
利用 交换 律 及 结合 律 ,可 把 (5) 式 改写 如 下 : 


=а1(4933 43393) -4 G2 033—023031 ) +аз(а»а»-а„аз|). 


把 上 式 右 端 三 个 括号 中 的 式 子 表 示 为 二 阶 行列 式 , 则 有 
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附录 I ”二 阶 和 三 阶 行列 式 简介 
а, а, а, 
аз а» ал а» az 
а, а а»„»\у=а, a, 十 Q13 
Gs Gss а аз» al 
ај ау азу» 
上 式 称 为 三 阶 行列 式 按 第 一 行 的 展开 式 . 
例 3 将 例 2 中 的 行列 式 按 第 一 行 展 开 并 计算 它 的 值 . 
6 3 1 4 1 4 3 
解 |-4 3 1|=2 - +2 | 
3 5 2 5 2 3 
2 3 5 
=2х12-(-22)+2х(-18) 
= 24+22-36 = 10. 
2] АЙ 
1. 利用 二 阶 行列 式 解 下 列 方程 组 : 
5х-у=2, 3x+4y=2, 
ы @ {ыу 
3x+2y=9; 2x+3y=7. 
2. 利用 对 角 线 法 则 ,计算 下 列 各 行列 式 : 
2 0 1 4 -2 4 
(1) 1 -4 -1|; (2) |10 2 12|; 
-1 8 3 1 2 2 
3 4 2 1 1 l 
(3) |7 5 1; (4) 1 lta 1 
3 2 4 1 1 1+6 
3. 将 下 列 行列 式 按 第 一 行 展 开 并 计算 它们 的 值 : 
1 2 3 -1 ^2 2. 
(1) |3 1 2; (2) |2 -1 2| 
2 3 1 2 2 -l1 
4. 证明 下 列 等 式 : 
а ар G. 
а, ay а, а, а, а, 
(1) |а а an |=-а, tan Zaz 
а, аз; а, Gs а, ау 
ај Q3 Яз 
в, Go Gs 
а, Gs а, а, а, Ga, 
(2) јар an аз |=аџ G 十 Q33 
an а» а Gs ай . ün 
ав, ау аз 








注 : 上 面 这 两 个 等 式 分 别称 为 三 阶 行列 式 按 第 二 行 和 按 第 三 行 的 展开 式 . 
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£ 由 日 于 


. (1) x=1,y=3; 

. (1) -4; (2) 8; 
. (1) 18; (2) 27. 
$. 


答 


(2) х=-22,у=17. 
(3) -48; (4) ab. 


案 


附录 I 


二 阶 和 三 阶 行列 式 简 介 
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0<а<1 


三 角 函 数 
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Hj I 


0) 55048188 


y=log,x 


0<а<1 





HRI &ҖЖ1Л= АНЕ 








y=cos х 





y=cot x 


tan x 


y= 








CSC x 


y= 


sec x 


y= 
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HRI “基本 初等 函数 的 图 形 





反 三 角 函 数 





y=arcsin х у = агссоѕ х 





у = агсіап х у = агссої х 
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(1) 三 次 抛物 线 


(3) 概率 曲线 


(5) SH 





附录 亚 


у'(2а-х) = x° 


几 种 常用 的 曲线 


(2) 半 立 方 抛物 线 


(4) ETAR 





8a` 


х? +4а? 


(6) 笛 卡 儿 叶 形 线 





y 


x +y -3axy=0 
_3at За? 





lp 1+0 
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附录 亚 ” 几 种 常用 的 曲线 


(7) 星 形 线 ( 内 摆 线 的 一 种 ) (8) 摆 线 





x=a( -sin 0) 
x=acos 0 йө 0) 
sep: 
(9) 心 形 线 ( 外 摆 线 的 一 种 ) (10) 阿 基 米 德 螺 线 





x +yl+ax=a Ve +y 


р=а(1-соз 0) 


(11) 对 数 螺 线 (12) 双 曲 螺 线 
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ERME ” 几 种 常用 的 曲线 





(13) 伯 努 利 双 纽 线 (14) 伯 努 利 双 纽 线 





(224+72)2=2a2zy (y) alay) 
p =a sin 20 р? =a cos 20 
(15) 三 叶 玫 瑰 线 (16) =n 





p=acos 30 p=asin 30 


(17) 四 叶 玫 瑰 线 





p=acos 20 


s ЗУЗ = 


WRV R 分 R 


(一 ) 含有 ax+b 的 积分 





dx 1 
1. = 1%19+01+с. 

















1 
2 f Сохзь) "ак = (ах+Ь) +C (шэ -1). 
а(ш+1) 
3. [25-2 (ax+b-blnlax+bl)+C. 
2 
4. [а= |5 (ах+&)?—2Ь( ах+Ь) +b *mlax+b|] +С. 
ax+b 2 
5. [деч an ax+b o 
x(ax+b) b 
6. [ 00 sky, |вю+® Le. 








х'(ах+Ь) = b° 





dx a(Inlaz+bl + b | +С. 
x+b 


= | ау" 





= JZ: 

а 

1 

3 


2 
(ax+b- -2blnlax+b|- b | +С. 
ах+ 


В | ев а 


ах 1 1 
9. | —— = — -l 
| b(ax+b) b°” 


ax+b 





+C. 








(=) 含有 Vax+6b 的 积分 

10. [ /axshas= 2 Сат) +C. 

11. “sat Gia aiik 

12; É х',/ах+Ьйх = — 20150 —l2abx+8b2) /Сах+Ь)° +С. 





13. 2 de (ax mb) Janit +C. 
| Мах За 


2 2 

















х | 
2 

14. Ж jys Vaxt+b +С. 
[== ` 15a° гоя 
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积分 表 








va 


Б" Vax+b +Jb 


dx 
15. | ——— 
ИЧИ. 2 ax+b 
arctan E +C (b<0). 


Vb 


+C (b>0), 














Vaxtb 


16 J dx а. 1—8 
ут g bx 2b xV ax+b 
17. [ esthaz=2 ar | 





dx 
x. ax+b 





18. р" dx _Vax+b а. fi 
7 x E хуах+Ь 


(=) 含有 x +a 的 积 





19. | w = l arctan 2 +С. 
x +a а a 








20 | dx Е х а 2п-3 ах 
` piai В 2(п-1)а(х+а?)"' 2(л-1)а? (xta) E 
21. |= = +€. 
xa x+a 








(四 ) 含有 ax +b (a>0) 的 积 


l arctan |“ ;+C (b>0), 
/ N b 


b 
2. | rs. 
Va х—/—Ь 


ах +b 1 
Vax+,/—b 











+C (b<0). 











n 
2,/-аЬ 


23. [= ты" +b1+C. 





2 
x 











24. J БЕЛЕР =s a 
ах? +b ax r 
dx 1 х? 
25. = 一 | +C 
а. 25 lax’ +61 
dx 
26. | 一 一 一 一 一 = 一 一 一 
|р 5 га ах у 


dx a [ах2 +1 1 
27. | 3 2 -san 2 Б 2 
x (ax +b) 2b x 2Ьх 
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dx x 


(ах +b)’ “blax +b) ж ах ТЕ 





(Ж) 含有 ax2+bx+c (a>0) 的 积分 


30. 


| | as tbere 1 


anan t мс (edge), 


2 
dx V4ac-b” V4ac-b” 


2ах+Ь—,/Ь —4ac 
2ах+Ь+,/Ь° Дас 








+C (b>4ac). 








In 
b’ —4ac 


x 1 2 b 
— —xx=—n | +bx+ 2 2. 
ет А 2а Беле 2а ) ах +bx+c 


(ж) 含有 Vx ta (a>0) 的 积分 


31. 


32. 


33. 


34. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 





| di == arsh — = +€, =ln(x+wWx +a )+C. 


2 
x +a 











[—===%=- l жй 
(x +a?) {ча 

dx = 了 x +a -In(a+ x +a )+C. 
Түс 








| x Е —+In(x+/%° +а? )+C. 
a уг dJa +a? 








dx 1, Vx +a -a 
| = In +C 
х/х+а © 1х1 
ах х? +а? 
| = +С. 
xx +a? ах 


2 
| VX +a? 8 = ух +а? +n ( x+ /x +a?) +С. 
| V(x +a ) ах = (2x450) /x ta аана? ) +C. 
si de=- /(x +a)? +С. 


. 376 ° 


附录 RIR 





4 

42. | 72 +а? 4к=--(2х°+а° ) Vx +a? -ht x+Vx жа? ) +С. 
/ 2 2 / 2 2 АЗ 

43. [а= Аё +aln үкен е, 


Ixl 


23 Д2 +2? 
44. а= de=— (ау x +a? ) +С. 


(+) 含有 Vx -a (a>0) 的 积分 


Т" ch žlic, =l]n|x+/x -a° | +C. 





a [= 


46 





dx x 
: =- +C 
J 《 у? а? 2 а? 
47. | = > dx=,/x -a° +С. 


х -a 





48. 


x 1 
— TO“ WI =—— = 
2 2 
а= 25 / а? С +С. 


49. [== 


x -a 








2 
50. | == apte g | +€: 
51. сы N 
хх -a © 1х1 
2 2 
52 || dk „мб Ж лү, 
xx -a ax 


53. | Vee а= а” -Enler =a" +C. 

54. | Мау de= (24-50) а? ааа а? 14C. 
55. [#Ve -a а= = VG +C. 

56. [АЛ аа Qa) а а lete =g 1+б. 
57. Í ах = 4/52 а? —aarccos 721%. 
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2 2 2 2 
58. pe a dy E +ln Ix+Vx -a | +C. 
x 


(Л) 含有 Va -x (a>0) 的 积分 





59. f dx = arcsin ® „б 
а 


/ 2 2 
а — 


60 





С. 


| dx ы x P. 

Мба? а?а? -x 

61. | = dx=—Va’ -x° +С. 
Marx? 


G — 








1 


í Í = dx= 
Р а? -x )` a` -x 


2 
x x 2 з а š x 
[== et =x" + 一 arcsin —+С. 
Га? —х? 2 2 a 


62 +C. 








63. 


64. 





. Ж% 
arcsin —+C. 
a 


2 2 
65. [一 一 Ере 2. 
x 








2 
67. [ve -x dx= 了 Ja —x° + aresin ERS 
a 
68. Í V (a -x ) de= (Sa 28") V -r + a arcsin ŽC 
a 
69. feve -x° dx = -iv (a -x )° +С. 
4 
70. Е а —x° dx= (2 -a ) / a° -x + arcsin GL 
a 





Ha 2 5 2 他 一 a -x 
71. | ах= /a -x +aln а s P 
x x 
ri z z 2 
т. | Vesta Мете 
x 


x 





. Ж 
—aresin —+C. 
a 
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(Л) 含有 V+tax +bx+e (a>0) 的 积分 


73. Lin l2ax+b+2 лт, +bx+c | +C. 
| == ax°+bx+c к 


74. РЕ У ax tbrtet 
a 
2 
Ай аво айе |+. 
8 ya 
75. | ы dx = Э лг ттс — 
Jax +Ьх+с @ 
Š ° Inl2ax+b+2 /a ax +Ьх+с | +C. 
Va 








. 2ax-b 
arcsin +C. 


76. 二 一 = 
k= Ма Jb’ +4ас 
79 | Ме+бх-а dx = /ctbr an + 


b’ +4ac . 2ax-b 
—— arcsin ————Cc.. 


8 „Газ Vb +4ас 


78. [天 一 wx= 一 /c+bx—ax’ pÙ raain Zaib а 
J e+bx-ax a 2 / a° Jb +4ас 


(+) аж, |+, (а-а) 0-х) 的 积分 











79. | [= dx= (x—b) < *+(b-a)Iln( V/lz-al ауа) +, 


|х-а к-а 
80. Í ñ px Ыш (х-Ь) аы» а) arcsin pa © 


81. [= = 2arcsin |Z +С (a<b). 
V(x-a) (b—x) N b-a 
82. Га) Св) ак = 22700 тет 


4 


2 
(эса) агсвїп +С (а<Ь). 


(十 一 ) 含有 三 角 函 数 的 积分 





83. | sin xdx=—cos x+C. 


“379 = 


附录 IJV RIR 











84. | сов xdx=sin x+C. 


85. 


tan хах = -1n | cos x| +C. 


86. 


cot xdx=lnlsin х1 +C. 


sec хах = Іп | tan (292) +С =1п | ѕес х+їап х1 +С. 








csc хіх = Іп +С =1п | све х-сої х1 +С. 








x 
tan — 
2 
sec2xdx=tan x+C. 
csc xdx=—cot x+C. 


sec xtan xdx =sec x+C. 




















| 
J 
2) 
"| 
:| 
s] 
时 
92. | све xcot xdx= -csc x+C. 
J 
J 
J 
J 
[ше 
—, 
| 








х 1 
93. | sin’xdx= > — 4 sin 2x+C. 
94. | cos ла кеч 2х+С. 
2 4 
95. | sin аке sin" "l ecos za f sin" 2х. 
96. | cos бк сов" ' xsin ae -| соѕ" хіх. 
97 з [у 
sin"x n- 1 sin” х n-l J sin" x 
98. „я n—2 de. | 
cos"x n- ү" cos" x n-l J cos" x 
99. | соѕ”хѕіп"хіх = l co ив” mel f сов" xsin"wds 
m+n m+n 
= 1 cos™! ysin"! x+ fos xsin" xdx. 
m+n 
100 f sin axcos E E sos OE EAE apa (a-b)x+C 
i  2(a+b) 2(a-b) 
101. [sin axsin brdr 1 тузі (4+6) х+> Zla- l JIPEN E (a-b)x+C. 
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102. | сов axcos bxdx = sin (а+Ь)х+ 


1 1 I 
2(a+b) nag Е 


atan +b 
— arctan ——— (C (@ >b’). 


и Г x = Мал" 
1 atan 本 b’ -a° 


104. J йт ы ае, 
atbsin x /bp 


2 2 x > 
-а atan g tb+/b° -a 


2 ja+b гета š TN 
ше |a= x a+ aretan| Ps ш s! +C (a°>b ). 

















И. 
106. | 21 a+b 2 b-a +€ (at). 
a+bcos x a+b b-a Е ab 
tan > bza 
dx 1 b 
107. | yu a| = tan x) +C. 
dx 1 btan x+a 
108. = С. 
- [ол 2ab п btan x-a Ы 








š 1. 1 
109. Е ахіх = —уѕіп ax——xcos ax+C. 
а а 
Р 1 ER 2 
110. [xsin axdx = -——х cos ax+—xsin ax+—cos ax+C. 
a a a 
1 J] 
111. | xcos axdx=— cos ax+—xsin ax+C. 
a a 


2 129 2 2. . 
112. J cos axdx=—x sin ax+—xcos ax——sin ax+C. 
a a a 


(+=) 含有 有 反 三 角 函 数 的 积分 (其 中 a>0) 
113. | arcsin = dx =xarcsin 全 -a +С. 
a 
2 2 
114. | xarcsin Z dx = 2-4) arcsin 2+2, /а2 х? +С. 
а 2 4 а 4 


115. = arcsin Ž dx= =Z arcsin Ž “+0 +2а*),/а*-х +С. 


x x 2 
116. f arccos 二 dx=xarccos ——Va -x° +C. 
a a 
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4 


2 2 
117. Í xarccos —dx = [ T arccos 0.26. Ja -x° +С. 
a a 





3 
118. f = агесоз z de= arccos = -5 (x +28) Ja -x +С. 
a a 


119. | arctan -Ž dx= хагсіап Ent a? +x ) +C. 
a a 2 


120. | xarctan dx =l, а? +х? ) arctan Ж Фу 
а 2 a 2 


3 3 
121. f arctan — dy = arctan Tw £ 8 In( a? +x) +C. 
a 3 a 6 6 





(+=) 含有 指数 函数 的 积分 
122. [ее ас. 
Ina 
123. | ех = ее +С. 
а 
124. Гета (аа1) ес. 
а 
п ах = n a Nn п-1 ax 
125. fae dx=- e ~fe e” ах. 
syo а l, a 
126. [ха х= –а (п ти +С. 


127. [a = > “= | a" da 


In а ln a 


1 


2 
а + 





128. Ге" Ьхіх = 


r N. asin bx—bcos bx) +С. 


129. a bxdx =" bsin bx+acos bx) +С. 
а + 


a: 


130. asua bxdx = e“*sin"!bx( asin bx—nbcos bx) + 


—1 _ 

а? +b’ n° 

n(n-1)b? г a. n 

mrar sın ?bxdx. 

131. | ecos" ТЕРИМЕ ШӘ, ТЕА рза зене bx+nbsin Бх) + 
а +b n 


n(n-1)b? 


-2 
TE f ecos" Ьхдх. 
а +b "n 
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(十 四 ) 含有 对 数 函 数 的 积分 
132. fh xdx=xln х-х+С. 
133. [= х1+С. 
x]nx 
А Ë¿ жи 1 
134. j: In хах =—— (in ат) +С. 
п+1 n+ 


135. x) 'dx=x(In x)*-n | (n x)" dx. 








m n _ 1 т+1 no n m п-1 
136. É (In x) dx= r (In x) BET Е (ln ж)" ах. 
(十 五 ) 含有 双 曲 函数 的 积分 
137. [sh xdx=ch x+C. 
138. feh xdx=sh x+C. 
139. fh хах =1п ch x+C. 
a = 4L 
140. [sh xdx = 7 + sh 2x+C. 
a = +1 
141. Гев хаа = ++ sh 2x+C. 
(十 六 ) 定 积分 
142. | cos nxdx = j sin nxdx = 0. 
143. | cos тхѕіп nxdx = 0. 
т 0, тзп, 
144. J cos mxcos mdx=| 
se т,т=п. 
т 0, тзп, 
145. | sin тхзїп њак) 
-a T, MEN. 
т т 0, тп, 
146. | sin тхзїп nxdx = | cos mxcos misla 
0 0 > m =n. 


积分 表 


383° 


附录 了 RIR 





2 








147. І, = үй sin"xdx = | cos"xdx, 
L= TL, 
nol 3... . 3. (зка ЛЕЙН) л>, 
_рп n-2 5 3 
"-1.®5....4-- +7 (п AERD), LET: 


- 384 - 


习题 答案 与 提示 


8 
| 
16 


习题 1-1( 第 16 页 ) 


L D [-3 e]; D (-®,-)ш(-1,1)Ш(1,+®)›; 


(3) [-1,0)U(0,1];(4) (2,235 








(5) [0,+% ); (6) R\ f(r) т-1 keZ}, 

(7) [2,4]; (8) (-œ ,0)U(0,3]; 

(9) (-1,+œ ) ; (10) (-% ,0)U(0,+% ). 
2. №. 
TET EAEEREN 
4—6. їй. 


7. (1) 偶 函 数 ; (2) 既 非 奇 函 数 又 非 偶 函数 ; (3) (РАЖ; 
(4) ар; (5) 既 非 奇 函 数 又 非 偶 函数 ; (6) 偶 函 数 . 


8. (1) 是 周期 函数 ,周期 /=2w; (2) 是 周期 函数 ,周期 /= 六; 


(3) 是 周期 函数 ,周期 !=2; (4) 不 是 周期 函数 ; 
(5) 是 周期 函数 ,周期 = a. 





3 1-х —dx+b 
9. (1) yax- (2) y= (3) уБ 
+x cx—a 
l 2. Ж 
(4) у= 3 азі 7; (5) y=e"” -2; (6) y=log;7 
10. №. 
ll. (1) y=si 2 zl ===; 
š y=sin x,y = ,y= 
2 
(2) y=sin 2x, y == l; 
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(3) y=V14e y =,/2,у, =4/5; 
(4) y=e” y =l,y,=e; 
(5) y=e”*,y =е?,у, =e”. 
12. (1) [-1,1]; (2) U [2nm, (2 + 1) т]: (3) [-а,1 - а]; 


(4) #ає[о, >] „Ий Р=[а,1-а@]; i a> M D= Ø. 


1,х<0, е,1х1<1, 
wa #|/(х)]={!1,!х1=1, 
1,x>0; e" ,1х1>1. 


So pe сов 40” a 
14. L= Fa n 40° — — ,h e (0, /Sotan 40° ). 


г, 0=:=1, 


15. S(t)= -F P+, 1<t<2, 


1, t>2. 
16. F=1. 8C+32 3} С=-—-(Е-32). 
(1) 90 *F=32.2 C,-5 © =23 F; (2) -40 F =-40 ©. 


2 


х, 0<х<10, 
17. у= - 332188, 10<x<15, 


—18x+360, 15<х<20. 
18. 在 2008 年 后 的 第 1 年 ,世界 人 口 数 为 P(t)=6708.2:1.011' 百 万 ,2020 
年 对 应 t=12,P(12) ==76 亿 . 


习题 1-2( 第 26 页 ) 


1. (1) 收敛 ,0; (2) 收敛 ,0; (3) 收敛 ,2; (4) 收敛 ,1; (5) 发 散 ; 
(6) 收敛 ,0;〈7) ЖЕК; (8) 发 散 . 

2. (1) 必要 条 件 ; (2) 一 定 发 散 ; 
(3) 不 一 定 收敛 ,例如 数列 |(-1) AR ,但 发 散 . 

3. (1) 错误 ,反例 略 ; (2) 错误 ,反例 略 ; (3) 正确 ,理由 略 ; 
(4) 正确 ,理由 略 . 

т І 

4. limx, =0,N= |->] = 1000. 


“5 一 “8. Ш. 
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习题 1-3( 第 33 页 ) 


1. (1)0; (2) -1; (3) 不 存在 ,因为 f(0’)zf(0 ). 

2. (1) 错 ; (2) 对 ; (3) 错 ; (4) 错 ; (5) XJ; (6) 对 . 

3. (1) 对 ; (2) XF; (3) XF; (4) 错 ; (5) 对 ; (6) W; (7) Xf; 
(8) 错 . 

4. limf(x)= limf(x)= 1 ,limf(x)= l; 
lime(x)= -1,Нтф(х)= 1 ,limø (x) 4 £f E. 

*5—° 6. K. 

“7. 6=0.000 2. 提示 :因为 x 一 2, 所 以 不 妨 设 1 <х<3. 

“8. X> /397. 

“9 一 12， 略 . 

习题 1-4( 第 37 页 ) 

l. 两 个 无 穷 小 的 商 不 一 定 是 无 穷 小 ,例如 :a=4x,B=2x, 当 x 一 0 时 都 是 无 

穷 小 ,但 8 当 x 一 0 时 不 是 无 穷 小 . 
`2. K. 


“3, беа =. 
10 +2 


4. (1) 2 ,提示 :应 用 本 节 定 理 1; (2) 1 ,提示 :应 用 本 节 定 理 1. 

5. W. 

б. y=xcos x {Е(-® ,+co ) 上 无 界 , 但 当 x 一 时 ,此 函数 不 是 无 穷 大 . 
`7. K. 


8. 水 平 渐 近 线 y=0, 铅 直 渐 近 线 x= -V2 ,x=V2. 
习题 1-5( 第 45 页 ) 


L (1) -9; (2) 0; (3)0; (Q): (5) 25; (6) 2; (7) 5: 
2 1 1 
(8) 0; (9) 2; (10)2; (11)2; (12) 5:013) <: (14) -1 


2. (1) ж; (2) ә; (3) ә. 
3. (1) 0; 02) 0: 
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习题 答案 与 提示 





4. (1) 错 ,例如 а,=1-,6,=-1—,пеМ,; 


(2) Ж.Ш b, =— c =(-1)"п,пеМ, ; 
n+l 


(3) 错 , 例 如 a =п,пеМ,; 


(4) 对 ,因为 ,假若 lim (b,c) 存在, 则 lime, = lim (b,c,) 5 lim 二 也 存在 ， 
与 已 知 条 件 矛盾 . 
5. (1) 对 ,因为 ,假若 iim[/(x)+g(x)] 存 在 , 则 limg(x)= lim[f(x)+g(*)] 
-lim(z) 也 存在 ,与 已 知 条 件 矛 盾 ; 


(2) 错 , 例 如 f(x)= sgn х,д(х)= -sgn x 当 x 一 0 时 的 极限 都 不 存在 ,但 
f(x)+g(x%) 三 0 ` х0 时 的 极限 存在 ; 


(3) A ØM SC) = x, limf(x)= 0,g(x)= sin 二 ,limg(x) 不 存在 ,但 
lim[/(x) + g(x) ] =lim(xsin —-)= 0. 
`6. MÉ. 


习题 1-6( 第 52 页 ) 

1. (1) w; (2) 3; (3) 2, (4) 1; (5)2; (6) x. 
2. a) +, (2) es 3) а: (45 e+, 

з. в. 


4. (1) 提示 :1< Мааа, 
п п 


(2) Em: | 


п+т 


1 1 п> 
7 + 5 ++ 5 = л ; 
n +T п +21 п +пт n +q 











(3) #:х,=,/2+х,, ,数列 |x,| 单调 增加 且 有 界 ; 
(4) 提示 : 当 x>0 时 ,1<V1+x<l+x， 
当 -1<x<0 Н ,1+х</1+х<1; 


(5) 提示 : 当 х>0 Ес Е <1. 
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习题 1-7( 第 55 页 ) 


1. 4 x0 时 ,x -x 是 比 2x-x 高 阶 的 无 穷 小 . 

2. х0 时 ,(1-cos x) ЊК sin2x 高 阶 的 无 穷 小 . 
3. (1) 同 阶 ,不 等 价 ; (2) 等 价 无 穷 小 . 

4. MÉ. 


5. (1) Z, imeni Caenia (тулу (87 5: (4) -3. 
6. ж. 
习题 1-8( 第 61 页 ) 


l. x=-1,0,1,2 均 为 所 xz) 的 间断 点 , 除 x=0 外 它们 均 为 f(x) 的 可 去 间断 
点 . 补充 定义 所 -1)= 灵 2)= 0, 修 改定 义 , 使 凡 1)= 2. 
2. (1) f(x) 在 [0,2] 上 连续 ; 
(2) f(x) 在 (-%m ,-1) 与 (-1,+% ) 内 连续 ,x=-1 为 跳 牙 间断 点 . 
‚ (1) x=1 为 可 去 间断 点 ,x=2 为 第 二 类 间断 点 ; 


(2) х=0 和 w=khm+ 了 为 可 去 间断 点 ,x=km (k 关 0) 为 第 二 类 间断 点 ; 


(3) х=0 为 第 二 类 间断 点 ; 
(4) x=1 为 第 一 类 间断 点 . 


ө 


x Ix|<1, 
4. rafo, lxl=1, x=1 和 %=-1 为 第 一 类 间断 点 . 
—x, 1x1>1. 


5. (1) 对 ,因为 | f(x)1-1f(a)1|<1f(%x) -f(a)1, 由 此 可 推出 结论 ; 


1, xeQ, 
(2) 错 ,例如 /x)=[ A xe R\Q, 
*6—°7. W. 


*8. Дх) = cot( тх) +сої -a 


VaeR. 


习题 1-9( 第 65 页 ) 

1. 连续 区 间 :( -om ,-3),(-3,2) ,(2,+om ); 
Шш/(х)=-, limf(x)=-Ž, lim/(z)= =. 

2， 了 略 . 
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3. 


4. 


5. 





(1) V5; (2) 1; (3) 0; (4) —; (5) 2; (6) cos a; (7) 1; (8) —- 


(1) 1502) 0;(3) /е;(4) e; (5) е, (6) >; (7) — (8) -6. 


(1) 错 ,例如 p(x)= sgn x,f(x)=e”,g[f(x)]=1 在 R 上 处 处 连续 ; 
(2) 错 ,例如 p(x)=[ sS 9. 
Í ш =f хє Q 


(3) 对 ,例如 g(x) 同 (2) ,f(x)= 151+1,8 ф(х) 1=2 在 R 上 处 处 连续 ; 


(4) 对 ,车 Ех) = #0) R 上 连续 , 则 ф(х) = Е(х) (х) ШЕЕ ЕЖ 


续 ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 


a=1. 


[e(x)] =1 在 R 上 处 处 连续 ; 





习题 1-10( 第 70 页) 
1—4. K. 


5. 


Ла) з) у C) 


n 


提示 :m 





<М, Ж т.м 分 别 为 (x) 在 [ x, ,x,] 


上 的 最 小 值 及 最 大 值 . 


“6. 
"T 
"R 


Жат: ЕН Sa а,Ь) EER. 
略 . 
# f(a')K f( b ) 存 在 , 则 f(x) 在 (a,b) 内 一 致 连续 . 


1. 
2. 
З, 


4. 


(1) 必要 ,充分 ; (2) 必要 ,充分 ; (3) 必要 ,充分 ; (4) 充分 必要 . 
1. 


(1) (В); (2) (В). 


(1) (=œ 0]; (2) [le]; (3) [Otan 1]; (4) U [ат-ат +). 


5. f[f(x)]=f(x),glg(x)]=0,fle(x)]=0,g[f(x) | =g(%). 


7. 


略 . 
3 

у=50—(2т-а) Атаа? (0<а<2т). 
т 


`8. Ш. 
‚ (1) ® (2) -уз (3) e; (4) 3: (5) Yabe; (6) 1; (7) — (8) -2 
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10. a=0. 

ll. x=1 是 第 一 类 间断 点 . 
12—13. Hk. 

14. (1) 略 ; (2) у=2х+1. 


第 二 章 


习题 2-1( 第 83 页 ) 

10 

dt 

dT 

dt’ 

3. (1) C'(100)= 80( 元 / 件 ) ; 

(2) C(101)-C(100)=79.9( 元 ) =80( 元 ) ,边际 成 本 C'(x) 近 似 于 产量 
达到 x 单位 时 再 增加 1 个 单位 产品 所 需 的 成 本 . 

-20. 

略 . 

(1)-/'(%); (2) f°(0); (3) 2f'(xo). 

(B). 

(A). 


9. (1) 4x; (2) 


t=t0 


юма А 


кз; (3) L60 (4) 297; 


ш. 7 L 5 
x; (7) с 


з. DRNEA ay [12851] =0; 


法 线 方程 为 ыз. ALNI а 


14. х-у+1=0. 
15. (2,4). 
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16. 
17. 
18. 


19. 


20. 


(1) 在 x=0 处 连续 ,不 可 导 ; (2) 在 x=0 Ш Н п. 
a=2,b=-1. 


/',(0)=0,/'(0)=-1,/'(0) RFE. 
, cosx, х<0, 

го) 1, х:>0. 

H. 


习题 2-2( 第 94 页 ) 


l. 


2. 

















略 . 
2 28 2 2 а x 
(1) 3x -一 + 一 ; (2) 15x°-2*ln 2+3e'; (3) sec x(2sec x+tan x); 
x x 
(4) cos 2x; (5) x(2ln x+1); (6) 3e*(cos x—sin x); 
1-1һ *(x—2 
бту 28. ауе), 
х х 
(9) 2х1 xcos х+хсоѕ x-x°ln xsin х; (10) мев 
(1+соѕ t) 
arig а=: (а) Bhig) 
т 2 4 
(03 fry- 
(3) /'(0)= к /'(2)= 1; 
(1) v(t)=v,-gt; (2) =. 
切线 方程 为 2x-y=0, 法 线 方程 为 x+2y=0. 
. (1) 8(2x+5)°; (2) 3sin(4-3x); (3) -6xe™; (4) 2 
+x 
(5) sin 2x; (6) == (7) 2xsee2(x2); (8) Tr 
(9) arcsin ж. (10) —tan x. 
J 1—-x2 
l x 
= С) = ; (2 2 
x—x° /(1-x2)° 
(3) aLe cos 3x+6sin 3x); (4) -el 
2 xx -1 
2 2xcos 2x—sin 2х 
SD m 6) ——— 4 
(5) х(1+1п x)? 8) ж 
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ө. LL Otga) 


11. 


(7) 


(9) 


(1) 


(3) 


(5) nsin™'xcos(n+1)x; 


(7) —— m; 
2\/1-х° (arccos x)? 


(9) 


1 


2 /x—x° | 


sec x; 





. @ 
2arcsin — 
2 


J4-x i 
ln x 


x /l1+ln°x ' 


1 


а +l- 





V (к) + (x) 


10. (1) 2af' (x°); 


(1) 
(3) 


e™( -x° +4x-5); 
4 arctan Е. 
4+5? 2.7 


4 1 
п — • 





е +е7' +2 


(9) arcsin E 


(1) 
(3) 


(5) 


sh(sh x) • ch x; 
1 
xch2(In F 
2x 


g hila y 


习题 答案 与 提示 


1 
Ja tx 


(10) csc x. 


(8) 





(2) csc x; 
ene . 

2/x(l+x) 

(6) - 


(4) 











l . 
l+?’ 
1 


xln x + In( In x) 


(8) 


(10) = 


1 
(1+%),/2х(1—хж). 


(2) sin 2x[f'(sin’ х)—/'( соз” x) ]. 
(2) sin 2xsin( x?) +2xsin”xcos( x°) ; 
(4) aa ы 

x 


(6) “a=, 
x x 





(8) 2/x+1 ` 
AVxV х+/х 
Ta ка, 
10 "= 
(10) у a I 
“TË: t >1. 


(2) e**(ch x+sh?x); 
(4) (3sh x+2)sh xch x; 


2х 


сб === 
Ма +25 +2 


1 
g) = 1 =, 
(8) 1+2=2 х 
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习题 答案 与 提示 

















3 2 х-1 
(9) th'x; (10) Соту? | 
13. х) а(х) Е хп, КУ (хо) а(х). 
14. Hš. 
习题 2-3( 第 100 页 ) 
1. (1) д^ (2) 4е?'; 
х 
(3) —2sin х-хсоѕ х; (4) -2e cos t; 
_ а? . _2(1+= ) 
(5) — mn (6) 2050, 
(7) 2sec xtan x; (8) Gatari), 
(x +1) 
(93 Tartan же”; (10) #22), 
] +x x 
= ije ae ЕЗЕР. 
(11) 2xe (3+2x ); (12) (te) 
2. f"(2)= 207 360. 
, 2 2 en 25. /"(« )Ќх)- -[/' (ж) ]° 
3. (1) 2f'(x )+4x f"(x% ); ЖЕЕ ТУУЫ 
4. W. 
5. d= Ao sin wt. 
6. Е. 
d° ў 
т. ESOS (9). 
8—9. H. 
10. (1) -4e cos х; (2) 2 °( —-х°вїп 2х+50хсоѕ 2541 225 jn 2x). 
11. (1) nl; (2) 2='sin|2z+(n-1) 2] К 
(з) DER (пәр); (4) e'(z+n). 
“qa. ед9" "лг (п23). 
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习题 答案 与 提示 





习题 2-4( 第 108 т) 


aya 


1. (1) Æ; (2) 5 ; (3) 5 =, (4) 一 
у-х ах 








e” ; 


Е +хе?` 


2. шангы СРИНА 


з. (st даў ^2; рэй eo ar 
y а?у 
4 e”(3-y) 
u (2-у)? 





T и : J) (® чы): 


И Lh n P 5 S (° i 


(3) Vx+2 (3—x) 


(х+1)? ЕЕ 3-х 21]; 


(4) JA / xsin ху 1-е" Е +] š 








3b cos 0-0sin 0 
Б Ci S. {ўз к= 
С (2) i-a e-pos 8 
6. 4/3 –2. 


7. (1) 切线 方程 为 2Y2x+y-2=0, 法 线 方程 为 /2x-4y-1=0; 
(2) на 4x+3y-12a=0 ,法 线 方程 为 3x-4y+6a=0. 
b 


4 и 1 
8. 35 ; (2) as: (3) 9%: (4) жг: 








‘9. 1) = 一 一 1+2 ; 
(1) = ) 
10. 144m т> /%. 
16 
11. 55 О: 204 m/min. 
12. 0.64 cm/min. 
习题 2-5( 第 120 R) 


1. 当 Ax=1 时 ,Ay=18,dy=11; 当 Ax=0.1 时 ,Ay=1.161,dy=1.1; 当 Ax= 
0.01 时 ,Ay=0. 110 601,dy=0. 11. 


395. 


习题 答案 与 提示 








2. (а) Ay>0,dy>0,Ay-dy>0; 


юю ч а 


(b) Ду>0 , ау>0 , Ду-ау<0; 
(с) Ay<0,dy<0,Ay-dy<0; 
(d) Ay<0 ,dy<0 ,Ay-dy>0. 


ЧЫ) (5) dx; (2) (sin 2x+2xcos 2x)dx; 
£ ж 


2In(1-x), 
х—1 

(5) 2х(1+х)е”^4х; (6) e”[sin(3-x)-cos(3-x)]dx; 
dx 


1—х° 


(3) (+1) +0; (4) 


; 


,一 1<x<0， 


(7) dy= 





,0<x<1 
1-х 


(8) Bxtan(1+2x’ )sec’ (1+2x’ ) dx; 


(9) = 
1+х 
(1) 2х+С; (2) ЗС; (3) sin t+C; (4) Eegi ох+С; 
w 
(5) In(1+x)+C; (6) — ° "+C; (7) 2/x+C; (8) tan 3x+C. 


БҮ; 


约 减 少 43. 63 cm? , 约 增加 104. 72 cm’. 
(1) 0.87475; (2) —0.965 09. 

(1) 30°47”; (2) 60°2'. 

tan 45'=0.013 09 ,jn 1. 002 =0. 002. 


10. (1) 9.9867; (2) 2.005 2. 


. 0. 667%. 


“12. 8, =0. 000 56 гай = 1'55”. 
提示 : 先 求 出 圆心 角 a SK L 的 函数 关系 式 . 


总 习题 二 (第 122 页 ) 


1. 
2. 


(1) 充分 ,必要 ; (2) 充分 必要 ; (3) 充分 必要 


nl. 


3. (D). 
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习题 答案 与 提示 





(1) f (0)=/f'(0)=/f'(0)=1; 
(2) /'(0)=1,f/.(0)=0,/f'(0) PFE. 


‚ 在 x*=0 处 连续 ,不 可 导 . 














cos x 1 
1) —; 2) Н 3 i ` ln tan x; 4) 
t |cos х1 ( 1+x° юю ' /1+её^ 
(5) x=°(1-ln x). 
(1) -2cos 2x • ln x- —— s. (2) — Жа 
x (1-х) 
бп! 
(1) {1-1 (ев) C+) i (2) (-1 25 ena 
т\т (1+х) 
” 1 
у"00)= 
е 
. (1) “Уап Ө, ее Өсѕс 0; 
х 
ау 1 Фу 1+0 
(2) dx i) dx ғ 


. 切线 方程 为 x+2y-4=0 ,法 线 方程 为 2xz-y-3=0. 
.切线 方程 为 y=2x-12. 


提示 : 先 求 /(1),f'(1) ,再 利用 周期 性 , 求 1( 6) ,f'(6). 


| 


—2. 8 km/h. 


. 1.007. 
. 约 需 加 长 2.23 cm. 


р; 
Ш 
H 


习题 3-1( 第 132 页 ) 


1—4. i. 
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习题 答案 与 提示 


5. 有 分 别 位 于 区 间 (1,2),(2,3) 及 (3,4) 内 的 三 个 根 . 


6 一 "13. H#. 
14. 提示 : 令 p(x)=f(x)e”, 先 证 明 ф(х) УЖЖ. 
“15. W. 


习题 3-2( 第 137 页 ) 
i, (0) 15 (523 (3525; -{4) $: (5) —; (6) Фат"; 
n 


(7) 1; (8) 3; (9) 1; (10)1; (1) (12) œ; 


1. 
РЛЫ 
(13) 59 (14) еб; (15) 1; (16) 1. 

2—3. K. 
"4. 连续 . 

习题 3-3( 第 143 页 ) 

1. Кх) = -56+21(х-4)+37(х-4)°?°+11(х-4)°+(х-4)°. 
2. f(x)= х°-9х* +30х* -45x +30x -9х+1. 


=o, r ay. РОИ l e az 
3. Ух =2+7 (x 4) 46% 4) +21509 4) 





15 (2-4) ~ (0<0<1). 
4! 16[4+0(х-4) ]2 


1 
3. 2° 





4. In x=ln э+-(«-2)-эу(х-2)°+ (x-2)? 


(=) 





1 («-2)°+о((х-2)"). 


5. [+(xtl) Оа) )"]+ 


(x+1)"*' 
[-1+0(x+1)]"° нь 


fay“ 
1 a 3 
6. tan x=x+ +o(x ). 
x° х" 
артат" ) (0<0<1). 
8. Ve =1. 645. 


9. (1) J30 =3. 107 24,1А,1<1. 88х10°; 


х 2 
7. хе =х+х + 
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习题 答案 与 提示 








(2) sin18°=0.309 0, 1А, 1<1. 3х10`*. 


10. (1) 3: DA G); (4) 


习题 3-4( 第 150 页 ) 
1. 单调 减少 . 
2. 单调 增加 . 


3. (1) ЖЕ (-®,-1],[3,+% ) 内 单调 增加 ,在 [ -1,3] 上 单调 减少 ; 
(2) 在 (0,2] 内 单调 减少 ,在 [2,+o ) 内 单调 增加 ; 


G) 在 (-% ,0) [0] ,11,+® ) 内 单调 减少 ,在 [ 方 ,1 上 单调 增加 ， 
(4) 在 (-w ,+@ ) 内 单调 增加 

(5) 在 | -= у] їйї tE yte) 内 单调 增加 ; 

(6) 在 ( -am $a] ‚[а,+= ) 内 单调 增加 ,在 | 了 ava] 上 单调 减少 ; 
(7) 在 [0,n] 上 单调 增加 ,在 [n,+%m ) 内 单调 减少 ; 


(8) t [F EELT] 上 单调 增加 ， 在 | 于 + 于 ， ктт 上 单调 减少 
(keZ). 
4. (D). 
5. K. 
6. 当 a> 二 时 没有 实 根 , 当 0<a< 一 时 有 两 个 实 根 , 当 а= ДЖ хе 一 个 
实 根 . 


7. K— E. f(x)= x+sin x 在 (-oo ‚+ ) 内 单调 ,但 广 (*) 在 (-o ,+o ) 内 不 
单调 . 
8. 8. 
9. (1) 是 凸 的 ; 
(2) 在 (-% ,0] 内 是 凸 的 ,在 [0,+o ) 内 是 止 的 ; 
(3) EMK; (4) 是 目的. 
5 20 


10. (1) (5.97) ,在 [-% у] na, |3 +e] 内 是 四 的 ; 


(2) Ba [2 3) ,在 (-% ,2] 内 是 凸 的 ,在 [2,+o ) 内 是 凹 的 ; 
(3) 没有 拐点 ,处 处 是 凹 的 ; I 
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习题 答案 与 提示 





(4) B (-1,In2),(1,m 2), Æ(-%,-1],[1, +% ) 内 是 凸 的 ,在 
[-1,1] FÆ; 


(5) (е) ,在 -= y] aem е) аач 


(6) 拐点 (1,-7) ,在 (0,1] 内 是 凸 的 ,在 [1,+e ) 内 是 目的. 
11. Ж. 


* 12. (1,0), (2-3, 1-3 |. (2+3 1+y3 ): 








4(2—J5 5 `4(2+/3) 
3 9 
13. a=-> b=. 
14. a=1,b=-3,c=-24,d=16. 
15. k= 2, 


16. (х,,/ (х0) ) 为 拐点 . 
习题 3-5( 第 161 页 ) 


1. (1) 极 大 值 扩 -1)= 17, 极 小 值 f(3)= -47; 
(2) %ЛМЕ/(0)=0; 
(3) ЖКН +1) = 1, ЛМ 00) = 0; 


(4) воа) = 


(6) RAKES) = 4, ЛМ 0-2) = — 


8 . 
3 ЕЈ 
(7) 极 大 值守 +24") seie uMi (0н ут = 


yZ PONE Те Z); 


e Бару" 
2 © 


(8) 极 大 值 f(e)=e*; (9) 没有 极 值 ， (10) 没有 极 值 . 
2. Ш. 

а=? =V3 为 极 大 值 . 
4. MÓ. 
5. 极 小 值 /(0)=4. 


. 400 - 


习题 答案 与 提示 





6. (1) 最 大 值 f(4)= 80, 最 小 值 f( -1)= -5; 
(2) 最 大 值 f(3)= 11 ,最 小 值 f(2)= -14 


(3) вк) =1.25, 最 小 值 f( -5)= -5+/6. 


7. "4 x=1 时 函数 有 最 大 值 -29. 
8. 当 *=-3 时 函数 有 最 小 值 27. 


9. "4 x=1 时 函数 有 最 大 值 六 
10. 长 为 10 m, 宽 为 5 m. 


3 3 
V Гот с 
ll. r= ша 5+4: h=l:1 


12. 底 宽 为 =2.367 (m). 
13. ` a=arctan ш = агсіап 0. 25 =14°2'BF , п] JJ F izh. 
14. ЖК 1.4 m. 

2/6 


15. @= T 


16. 当 p=54*13' 时 , 屋 架 可 吊 到 最 大 高 度 7.506 m ,而 柱子 高 只 有 6 m, Br bÀ 
能 吊 得 上 去 ， 

提示 : 设 吊 臂 对 地 面 的 倾角 为 p 时 , 屋 架 吊 起 的 高 度 为 h, 建 立 h 与 9g 间 的 
函数 关系 式 ,然后 求 出 h 的 最 大 值 . 

17. 7 200 ж. 

18. 60 元 . 


习题 3-6( 第 167 页 ) 
1. 在 (-o ,-2] 内 单调 减少 ,在 [-2,+% ) 内 单调 增加 ;在 (-m ,-1],[1， 
+% ) 内 是 凹 的 ,在 [-1,11] 上 是 凸 的 ;拐点 - 1 ==]. (1.2). 


2: 对 称 于 原点 ;在 (一 ~ ,1],[1,+%w ) 内 单调 减少 ,在 [ -1,1] 上 单调 增加 ; 
在 (-m,-V3],[0,] 上 是 凸 的 ,在 [-V3 ,0],[V3 ,+o ) 内 是 止 的 ;拐点 


(-5.-2).‹о.о›.[,8, G) ; 水 平 源 近 线 y=0. 
在 (-m,1] 内 单调 增加 ,在 [1,+wm ) 内 单调 减少 ;在 [-%， 122 
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习题 答案 与 提示 





[re nemm [1 ле] rnama (12), (ie, 
=]: 水 平 渐 近 线 y=0. 


4. 在 (-o ,0), (о 23] 内 单调 减少 ， «|>, +=] я ЕС ,1]， 
(0, +оо ) 内 是 凹 的 ,在 [-1,0) 内 是 凸 的 ;拐点 (-1,0) ; 铅 直 渐 近 线 x=0. 
5. EXARH (о |т т (EeZ) ;周期 为 2m; 图 形 对 称 于 y 轴 ; 在 [0,T] 


部 分 : 在 от), (222). (Za ] 内 单调 增加 ; 在 [o 2) 内 是 四 的 ,在 


(Palaran ejz. 下 内 是 四 的 ， (22. рач (29-.0) ЙН 


渐 近 线 х= х= ЛТ, 
习题 3-7( 第 176 页 ) 


1. K=2. 
2. К= |сов xl,p= lsec xl. 


1 


3. К=2,р=—. 
‚р 2 
2 
ке ‘3asin 21, |` 








Z 2 РСЕ 3 3 
5. (52.52) 处 曲率 半径 有 最 小 值 -> 


“6. W. 
7. #]1246 N. 
提示 : 沿 曲 线 运 动 的 物体 所 受 的 向 心力 为 к=", 这 里 т 为 物体 的 质量 ,v 


为 它 的 速率 ,p 为 运动 轨迹 的 曲率 半径 . 
8. 约 45 400 N. 
参看 上 题 提示 . 
`9. (£-3)°+(m+2) =8. 
2 9\? 
10. Gra 3-3) = 6 
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习题 答案 与 提示 





z 


` 11. , 或 27p8 =8(е-р)°. 
B= 
p 


习题 3-8( 第 181 页 ) 


1. 0. 18<é<0. 19. 
2. —0.20<ё<-0. 19. 
3. 0.32<ё<0. 33. 
4. 2. 50<2<2. 51. 


总 习题 三 (第 181 页 ) 


L. 2; 

2. (1) (B); (2) (D). 
3. f(x)= lxl,xe[-l,1]. 
4. ka. 

5—9. W. 


10. (1) 2; (2) 4 


2 
>; (3) е"; (4) aava, 


К) ЕЧ 5 2 11 3 6 4 
11. (1) a'in к= (#1) + (91) (9—1) (а—-1)*- 


6 


CT 介 于 1 与 x 之 间 ; 


3 
(2) arctan x=x- 了 +o(x) ; 


(3) етей tola); 
(4) In cos ке 
| 212 

12. Hñ. 


13. а=е°, 8 ЛМ 2, 
е 


14. (1,2) 和 (-1,-2). 
15. 3. 


16. [21] 处 曲率 半径 有 最 小 值 1. 
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习题 答案 与 提示 











17. 2. 414<х,<2. 415. 
“18. 提示 :可 以 先 用 一 次 洛 必 达 法 则 . 
19. 提示 : 记 xo=(1-1)x+ix,, 先 证 
/(х)>/(х)+/'(х„) (x-2), 
然后 在 上 式 中 分 别 令 x=zx, 及 x=zx, ,可 得 两 个 不 等 式 , 由 此 推出 结论 . 


4 1 
20. a=—,b=—-— 
a 3 , 














了 
第 四 = 
习题 4-1( 第 192 页 ) 
1. Hñ. 
2, (1) =; (2) +С; 
x 
(3) 2/x+C; (4) к? +C; 
(sy 2с; (6) — Z= +С; 
3 +n 
5 + x 3 2 
(7) 4: +C; (8) 3 2 x +2х+С; 
Ээ 5 
(9) 2h |с, (10) F: ЛЕ ОА 
g 5 3 
3 5 
(11) Sts «®-®®б; (12) 28-а 207 +C; 
(13) 2е*+31п1х1+С; (14) Загсіап х–2агсѕіп х+С; 
š 3 e” 
(15) e'-2 /x +С; (16) | з? 
53) 
(17) 2x- 3 (18) tan x—sec х+С; 
coy Se; (203 Litan в; 
2 2 
(21) sin x—cos х+С; (22) —(cot x+tan х)+С; 
(23) —cot x—x+C; (24) -cos 0+0+C; 
(25) х-агсїап х+С; (26) x`—x+arctan х+С. 
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3. (1) y= -6x +12x-8); 


4. (1) s=20r— ; 


20 


(2) t= 


答 :刹车 加 速度 为 -4 m/s. 


习题 答案 与 提示 


(2) х=-_+21-2. 


5. y=ln x+1. 
6. (1) 27 m; (2) V360 =7.11(s). 
7. M. 


习题 4-2( 第 207 页 ) 


1 (1) 二 (2) 地; (3) 9-5 (Фу; O- 


] 1 1 
>; (6) 12: (7) 2; 


2 ] 1 1 
(8) -2; (9) — (10) 5+ (11) -5 ; (12) >; (13) -1; 


(14) -1. 
2. {173 аы 
Тас; 
(3) 91911-24146; 
1 
(5) -一 cos ax—be’ +C; 
a 
(7) — +G, 
quq: 


(9) — (232) T+C; 


(11) J Imn(z+2x+5)+Ci 





(13) 


(15) Tran a+; 


1 


aresin x 


(19) -lnlcosV1+x 1+С; 


(21) — 


(17) - 





+C; 





xln x 


(2) 


(4 


— 


(6 


— 


(8) 


(10) 


(12) 


(14) 


(16) 


(18) 


- (3-2х)°+б: 
102-3) +С; 

2 ЕД 
—2сов/ +C; 
sat х°)+С; 
2 * 

-mll-m1+Ci 

] 3 
—>—соз (ої+ф) +С; 
Зо 
з, 7 (sin х-соѕ x)? +С; 


lnlin ln xl+C; 


107m” x 


"mi 


(arctanVx )°+С; 


{пап r] +C; 
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习题 答案 与 提示 











(23) > (mm tan х)2+С; (24) 
(257 telania (26) 
2 4w 
(27) шабаш ec; (28) 
3 2 Z À 
(29) ч зес'х-вес х+С; (30) 
(31) — aresin чы /9-4x +С; 
x° 9 2 
35 y Sn : 
(32) 2 z rC +9)+C; (33) — 
1 x-2 
(34) з +1 +С; (35) 
2 
(36) 了 | arcsin -一 一 一 2 +С; 
1 
(37 ) arccos —+С; (38) 
х1 
3 
(39) Vx’ -9 -3arccos Рта (40) 
х 
(41) arcsin x— = +С; 


1+/1—-х° 
(42) — Caresin x+In|x+/1-—-x' 1)+C; 


(43) 





ы с +1 


习题 4-3( 第 212 页 ) 


—xcos x+sin x+C. 


. x(ln x-1)+C. 


. xarcsin х+/1-х° +C. 
. —e *(x+1)+C. 
I 


3* In к-уз?+б. 


euU N= 


yi 
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= 3 
in wim” 

s 一 
3 





+С; 


Жыш к-с 5х+С; 


2 


1 1 
— gin Zy- 
sin ¿x 24 


4 sin 12х+С; 


arctan e +C; 





in M2*-1 1 

za" 2х+1 

21 lx- 21+ ln |х+11+С; 
+C; 





x 
J l+x° 
V2x -ln(l1+V2x)+C; 


dw х? +2х+3) -V2 arctan ЖЕ e, 
i КА 


+1 (х2+1) +arctan x) +С. 


习题 答案 与 提示 





24. 





-z 
e 


2 





(sin x—cos х) +С. 


-2 x 9 х 
e “| cos —+4sin 一 | +С. 


717 2 2 


. 2xsin S +4cos Ж б, 


2 


' s arctan aia +11 1+2) +С. 


1 
-ух +xtan x+lnlcos zx | +C. 


Š, z 5 
. x sin x+2xcos x—2sin х+С. 


e” 1 
5 (7) +C. 


xln’x-2xln x+2x+C. 





; --рхсов 2+2 sin 2x+C. 


3 
x 1 $> . 
6 t> * sin x+xcos x—sin х+С. 


6 
1 


Ioa _1у— 1 
Я F(x 1)1п(х-1) 1*^ у*+©. 
š =s х? =) cos 2x+ sin 2x+C. 
. Е 0, ln?x+3ln2x+6ln х+6) +С. 
х 


. 3e Р оа +2) 4G 


Я — (eos In x+sin ln х) +С. 


. x( arcsin x) +2V1-x arcsin х-2х+С. 


Le sA зы 2x— oe cos 2x+C. 


2 5 
l 2 


. —x°| Inřx-ln +2) +С. 


(/3х+9-1) e“ +С. 


2 
2 
3 


习题 4-4( 第 218 页 ) 


І. 


1 5 


==% BES +9x—27lnlx+3 1 +С. 


3 2 
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习题 答案 与 提示 








2. In1x-21+lnlx+S1+C. 


3. БЕШ х*-2х+5 ) +arctan 1с 


4. ата-а ) +С. 


ж 





5. 1п|х+11 -mn x —x+1)+ 3 arctan 


фый 


zta "l" -1 |+C. 


7. 2Inlx+21- 二 mlx+l |——Inlz+31+C. 
8. et tetBln а -4ln lt \—31а1х—11+С. 


3 


1 1 ; 1 
9. їп|х1——-1п1х+1 [一直 (> +1) 2 arctan x+C. 

















1 х-1 1 
10. g” ЫТ» агсїап х+С. 
2 
11. -in 2 Hl к КИНЕ да+ е, 
2 x+x+] 3 
12. arctan х-—;——+С. 
x + 
13 xil _ ы: rctan 2 909: 

















16. 2 абан — C 
V3 V3 
17. ln | 1 +tan +C. 
Зап —+1 
18. агсїап +С. 





V5 V5 
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习题 答案 与 提示 








3 


19. 5 (1+х)*—3/х+1+31а11+/1+х +С. 
20. > Š - +х-4/х +41п(/х +1) +C. 


21. x—4/x+1 +41п( /1+х+1)+С. 
22. 2,1-4.) +4 (+1) +C. 


— ñ u 1-V1-x- 
М у1-х 1+ 二 二 1-х c 或 In > X = eei x+C. 
/1—-х+/1+х 1+х lel 


3 ‘+l 
24. 一 =1*6 
习题 4-5( 第 221 т) 


i 3112/4579 +, 


23. 1 








1 x+1 
2. z arctan = +С. 
3. ln [ (х-2)+4/5-4х+жх ] +c. 
4. 7м? #94242 У уа 9 ) +С. 


5. а /3х1- 2-3 зза? —21+С. 


a” 














6. 5 (sin x+2cos х) +С. 
2 
7. Pa агсвіп ++ 4-2 +C. 
x x 
8. 一 一 一 一 Aroan ——+С. 
18(9+х°) 54 3 
1 cos x x 
.一 一 一 一 一 i tan 一 |+C. 
9 -3 n Жы 2 an > + 
10. 5 (2sin 3x+3cos 3x) +C. 
sin 8x sin 2x 
. —— —Cc. 
11 16 + 4 + 
12. xln’x—3xln’x+6xln х-6х+С. 
a оар 
х 
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习题 答案 与 提示 








14. 2./x-1 —2arctan/x-1 +C. 


15. 


16. 


х 


arccos 


1 
——+С. 
xl 


= 村 ( nl2+3x1+5 


cossxsin x 5сов' xsin x 


FE. 
一 arctan х+С. 


2(1+x°) E 


= | +c. 





6 


1 


20. — 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


24 


x(x 1) = -2 . _ 


ч) (2x+sin 2х)+С. 


атау -2 1+С. 


3 tan > T 
ln | — U 
V21 3 tan = 


+С. 


се Sunan тп +С. 
x 
arcsin x+,/ 1 -x° +C. 


Tinig -2х- Fi 


2 


1 25 


125 


==# 一 开放 二 二 


12 16 


32 


总 习题 四 (第 222 页 ) 


+ 


š (1) +n 


. (1) (B); 


. x’ cos x—4xsin x—6cos x+C. 


Gj 


(3) in 


. 410 - 


le 


Sia 


3 3 
+x 





a? 


а 


(2) (С). 


*-1| 
е*+1 








3 
= 


сш 
2 1 А 2х- 
—/1+х—-Х% +> arcsin = 


. (1) T(G -1)e +C; 


+C; 


— 
1-х 





+С; 





x— A, 








“м, 


y5 


2x „ 
arctan —+С. 


5 


(2) L In(a?-6x+13) +4arctan 


+c. 


习题 答案 与 提示 





(4) lnlx+sin xl+C; 
(5) In x(ln In x-1)+C; 


(6) arctan sin x+Ci 


(7) L tan -tan х+х+С; 
(8) LS L s TEEN 4x—cos 2х| +C: 

8 [ 3 2 | Ш 
(9) фета ауа: 

4 24 Ы 
(10) aarcsin ERE Va =m +С 

a 

кан) 


(11) № +C; 











1]. o 2... 1 
(12) 1 * + sin 2х+-у-сов 2х+С; 
(13) те" (acos bx+bsin Бх) +С; 
а + 


1+e -1 


(14) In —— G; 


I+e'+1 


(15) slig 


x 





1 3x 4 x? 
За“ Ja -r Va x) 
1 2З 1 9 
(17) ха) УЕ үс, 
(18) (4-2x) cosVx +4Vx sinVx +С; 


(19) xln(1+x")-2x+2arctan x+C; 





(16) +С; 











sinx 1 
——Inlsec x+tan x] +C; 


(20) 





2 
2cos x 


(21) (х+1)агсїап/х-/х+С; 














(22) 4/21 ese. | = вес +С; 
2 2 
(23) ҮРӨ урата x +C; 
+x 
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习题 答案 与 提示 











(24) 三 


(25) 一 ln 











2-х 


(26) ИШ НИТ 或 sec х+х—!ап х+С; 
1 +tan > 


(27) хїап +з 
(28) e™"*(x-sec х)+С; 


(29) 1п —————+С; 
(/х +1)" 


1 е" 
+1 
1+е* 1+е 








(30) +С; 
(31) агсїап(е*-е *)+С; 


(32) 





XŠ _In(1+e')+C; 
+ 


e +1 


(33) хіп (x+ /l+=° )-2,/1+х°1п(х+,/1+х° )+2z+C; 
(34) APZ I (z+ l+ )+С; 
V1l+x 


2 


(35) + aresin x) +V 1—2 arcsin 5 


(36) — V 1-2? (a°+2) arccos x- x(a’ +6) +C; 


(37) -lnlcsc х+11+С; 





1 
38 ln | tan x | == 


Г; 
sin x 


+С; 


(39) J m(2+eos x) -in 1 +соѕ х) +214 1-соз х) +С; 
1 


п 
2/2 


tan (x/2)-1+/2 
tan(x/2)-1-/2 





(40) Z (sin х-с05 х)— +C. 
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习题 答案 与 提示 





习题 S-1( 第 236 页 ) 
1, (во?) 
А 3 а а. 


`2. (1) (be); (2) е-1. 


3. №. 


а. 0); (2) 21; (3) 5; (Z. 
5. a=0,b=1. 

6. In 2=0. 693 1. 

7. (1) 6; (2) -2; (3) -3; (4) 5. 

8. 88.2 kN. 

9. в. 


5 
4 ат 
10. (1) 6< [0 +1)4х< 51; (2) т< |. (1 + аїп?х)ў4& = 2; 
1 + 
TE ч 2 2 0 2 K a 
(3) y5 [, xarctan xdx < 31: (4) -2e < | e” ах <- 2e 4. 
F 2 


11. 提示 : 设 | /(x)dx =a, H | LG) - a]°dxz > 0. 
12. W. 
13. (1) [а в: (2) j хах BK; (3) f In хах ⁄ K; 


(4) f хіх 较 大 ; (5) J ea 较 大 


习题 5-2( 第 244 页 ) 
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习题 答案 与 提示 


За? 2х 
5, (1) 25/13: (2) — 5; 
ltr? Jita? 


(3) (sin x—cos x) ` соѕ( qrsin2<x). 


6.2, 
КА 
T. (C). 
a mjad aop ара 00026 00) Е, 


т т т т 
(6) 34 (7) 5’ (8) +15 (9) -1; (10) 1-23 (11) 4; 
8 
(12) 本 
9. Е. 


10. 提示 :应 用 三 角 学 中 的 积 化 和 差 公式 . 
11. (1) 1; (2) 2. 


xe[0,1), 
B(x) 在 (0,2) 内 连续 . 


13. D(x)= (1-eos x), О<х<т, 
1, х>т. 

14， 略 . 

15. 1 

16. 1 


习题 5-3( 第 254 页 ) 


51 1 4 

1. (1) 0; (2) spp; (3) gi (Ф)Ут-у; 
т V3 т т 
(5) G g; (6) 2; (7) J2(m+2); (8) 1- 


т. 2.3 1 2 
(9) тва": (10) 人 (11) ç; (12) 2+2ln ç; 
(13) 1-2ln 2; (14) (V3-1)a; (15) 1-e7; (16) 2(/3-1); 
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习题 答案 与 提示 











т m 1 3 T 
(17) > (18) gt’ (19) 0; (20) zT (21) 5245 


(22) 0; (23) $s (24) $; (25) 2/5; (26) 4. 
2—6. Ш. 


1. 09022, Atsi; (зу =, (4) | 
е 4 w 








m 1 : 3 
amu ае. A OS ДВ tu x. 
(9) 6 е? (10) — (e sin 1-є cos 1+1); aiai), 
1:3 + Š % sss % т 
(12) 6 +... (т+1) 2? m 为 奇数 
2 . 6: m 
] -3 + 5 ° --- (m+1)' m 为 偶数 ; 
1-+3+5 . (т-1) л? 
22456-2. `2” "Й: 
(13) J.=1, “җа нү 
a un, m 3AKT 10068, 
Я т 
Ј = т. 


习题 S-4( 第 262 页 ) 





2. 


L. (1) 3: (2) ®й; (з)-—; (02, (5)-® 


р +0 
(6) т; (7) 1; (8) Ж; (9) 5, (10) Т, 


1 


2. `M k>l 时 收 做 了 jn IE 
最 小 值 . 
3. nl. 


4. 一 1. 


оч т ч k=l- 
n in 


"习题 S-5( 第 270 页 ) 


1. (1) 收敛 ; (2) 收敛 ; (3) 收敛 ; (4) 发 散 ; 
(5) 收敛 ; (6) 发 散 ; (7) 收敛 ; (8) ЦИЯ. 
2. W. 
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习题 答案 与 提示 











3. (1) т ‚п>0; (2) Г(р+1),р>-1; 
т+1 

(3) ыг» J: "+ >0. 

4—5. H#. 

总 习题 五 (第 270 页 ) 

1. (1) 必要 ,充分 ; (2) 充分 必要 ; “(3) 收敛 ; (4) 不 一 定 ; 
(5) xf( -x ). 

2. (1) (B); (2) (A). 

3. (1) 表示 曲线 y=f(x) .y=g(x) 和 直线 x=a、x=b 所 围 图形 的 面积 ; 
(2) 表示 曲线 y=f(x) 和 直线 y=0、x=a、x=b 所 围 曲 边 梯形 绕 x 轴 旋 转 

所 得 旋转 体 的 体积 ; 

(3) 表示 [5 ,ts] 这 段 时 间 内 流入 水 池 的 水 量 ; 
(4) 表示 [ T, ,7,] 这 段 时 期 内 该 国人 口 增加 的 数量 ; 
(5) 表示 该 公司 经 营 该 种 产品 自 第 1001 件 至 第 2000 件 所 得 利润 . 

° 2 1 

4. (1) з (22-1), (2) nt 

5. (1) af(a); (2) i 

6—7. Е. 

8. 提示 :1-x’< І -<1. 

1+x' 
9. 提示 :(1) 对 任意 实数 i， 
Јода + Uf f(x) g(x) а + ef g (x)dx > 

(2) 利用 柯 西 - 施 瓦 获 不 等 式 . 

10. 提示 :利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 . 

п. (1) S (2) Sh 2, 提 示 : 令 x= 计 -wu; (3) T; (4)2G2-1); 

a т 了 引 工 -arctan e] ; 

(5) 5 (6) TF, (7) 3-+2т-4; (8) е (3 ct ) А 
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习题 答案 与 提示 





L >, ЭЩ х<-1, 
(9) Z +In(2+/3); (10) x, 当 -1<x<1, 
+ ` x>1 
12—13. IH&. 
14. 1+In(1+e"'). 
15— 16. H. 


117. (1) 2k; (2) 收敛 ; (3) 收敛 ,提示 : 先 分 部 积分 ,再 判别 ; 


(4) 收敛 . 


т 


*18. (1) - 工 ln 2 ,提示 : 人 ln sin хах = | cos хіх; 
2 + 0 


== 1 
(2) TR: S r=. 


第 六 = 

习题 6-2( 第 286 页 ) 
] 32 32 
1. (1) єз (2) 1; (3) 5+ (4) 3: 


Заир. (2) Žin Зр (Зу er (AY Ba. 
e 


3 3 


. (1) ma; (2) рта” (3) 18таг. 


2 
3ma . 


т 1-3 
am (et 


习题 答案 与 提示 





22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


. 418 - 





当 p=- 全 .9=3 时 ,4 AIRAS. 


3 T š 
‚ (1) 107° (2) 4 -2т; (3) 1607r"; 
. 27 ab. 


Е rh[2(ab+AB) +aB+bA ]. 


43 рз 
3 ; 


. W. 


2n”. 


. (1) V, =$T(32-a") „У, = rat, 


(2) 当 a=1 t, V V DRRAKE E a. 
lain > 


00) 十 


[i 
0. [pP +y +P ìn утур tY. Я 
2р 2 


р 





(4) Tra. 


习题 答案 与 提示 





30. 8a. 
习题 6-3( 第 293 页 ) 


1. 0. 18k J. 
2. 8007ln 2 J. 
3. (1) K; (2) 9.72х10° kJ. 


4. Thota? (其 中 上 为 比例 常数 ). 


(V2 -1 ) cm. 

. 57 697.5 К]. 

. 205.8 kN. 

. 17.3 kN. 

14 373 kN. 

10. 1.65 N. 

11. JX у 轴 通 过 细 直 棒 , 则 

F, = Gm a ! p 
a 


Va + /а? + 


ЕЛ Г: 


оо — с л 





12. 引力 的 大 小 为 





总 习题 六 (第 294 页 ) 

21. 

12' 

2. (1) (А); (2) (0). 
5 


3. — m. 


4 


1. (1) (2) 203-5. 





7. (1) Tel; (2) E (Se°-12e+3). 
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习题 答案 与 提示 








512 
8. 7 
9. 4r. 
10. /6 +In( /2 +V3 ). 
11. $ nrg. 


12. — peab 2h+bsin a). 





3. 32 Зз a 
13. Е = = 一 Co . 
s Ga „Р, 5 ба 
7 1 
14. (1) Vl+trtr am; (2) a m. 
/1—г 
第 + = 


习题 7-1( 第 301 页 ) 


1. (1) 一 阶 ) (2) 20; (3) =й; (4) 一 阶 ; (5) 二 阶 ; (6) 一 阶 . 
2. (1) Æ; (2) Ж; (3) 不 是 ; (4) 是 . 
3. K. 
4. (1) y -x° =25; (2) y=<xe?*; (3) y=-cos x. 
5. (1) y'=x"; (2) yy'+2x=0. 
d 
6. IEE 上 为 比例 系数 . 
7. 6 小 时 . 


习题 7-2( 30811) 
Cx 1 4 1 з 
1. (1) у=е*; (2) y=>* +0 +С; 


(3) arcsin у=агсѕіп x+C; (4) 22 зайн \х+а-11+С; 
y 


(5) tan x tan y=C; (6) 10°+10°=С; 
(7) (е+1) (е-1)= С; (8) sinx sin y=C; 
(9) 3⁄3+24(y+1)°=C; (10) (x-4)y'=Cx. 


420. 


习题 答案 与 提示 





2, (1) ose"); (2) cos х—\/2 cos y=0; 
(3) In y=tan 5; (4) (1+e')seey=2/2; (5) zy=4. 


3. t=-0. 030 5 h? +9. 64, 水 流 完 所 需 的 时 间 约 为 10 s. 

. v=V72 500 =269. 3 (cm/s). 

R=Roe* 中 中, 时 间 以 年 为 单位 . 

xy=6. 

. О 为 原点 ,河岸 朝 顺水 方向 为 * 轴 ,y 轴 指向 对 岸 , 则 所 求 航线 为 


s/h ly 
= (27 |, 


习题 7-3( 83147) 
1. (1) у+уу -x =Cx (x>0),y-Vy -x =C (х<0); 
(2) In 2 =Cx+1; 
x 
(3) y =x (2lnlxl+C); (4) x -2y =Cx; 
(5) x? = Csin' 2; (6) х+2уе? =C. 


2. (1) y =y -x; (2) y =2x (In x+2); (3) Zt |, 
x +y 


3. y=x(1-4ln x). 

`4. (1) (4y-x-3)(y+2z-3) =C; 
(2) ln [4y +(x-1)° ]+arctan 27 =c; 
(3) (у-х+1) (y+x-1) =C; 
(4) x+3y+2ln |x+y-21=C. 


习题 7-4( 第 320 页 ) 


=e Ер ЯР 5 С. 
1. (1) y=e (x+C); (2) у= 5 +99+2+—; 
(3) y=(xz+C)e (4) у= Ссоѕ х-2совх; 
(5) y= te, (бу зразае"; 
pss 
(7) y=2+Ce™; (8) 2xln y=ln°y+C; 
(9) y=(x-2)°+C(x-2); (10) *=Cy +. 
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习题 答案 与 提示 








一 1 一 cos x 

D, 1 "= x А 212—008 д, 
( ) у соз x” (2) y x ; 
(3) ysin x+5e™ "=1; (4) y= (4-e™); 


(5) 2у=х*—-х'е* С. 
3. у=2(е'—х-1). 











k, k ai -*, 
. 0=——1- 一 e 
k, Е 
5. i=e + 2 3in (5-7) A. 
z(u) dv 
6. n 1х1+ [E C вн оху 代 回 ,得 通 解 . 
| тети енна 
7. (1) у= -х+1ап(х+С) ; (2) (x-y)? =-2x+C; 
_ l c. ee pa D... 
(3) y=— 3 (4) y=1-sin x ҮС? 
(5) 2x°y’ln 1уі-2ху-1 = Са?у?. 
"8. (1) а, х+Се*; (2) СЕР А 14-2 =С; 
y 2 y 
1 š 1 1 = 44 
(3) —=Ce -1-2x; (4) — = -х+——+Се ; 
y y 4 


(5) s= "(з N x) +С. 
习题 7-5( #3281) 
1. (1) y= Hsin х+С,х+б,; 
(2) у= (x-3)e +Cx +C,x+C,; 
(3) y=xarctan хаана?) +С,х+С,; 
(4) y=-Inlcos (x+C,) 1+C,; 
(5) y=C,e"- a? -240,5 


(6) y=C,]nlx! +C; ; 
(?) y =C xz+G,; 
(8) С,у2-1=(С,х+С,)?; 


(9) x+C, ЕА )1-2c,/fr+C, | | 


(10) y=arcsin( С,е*)+С,. 
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习题 答案 与 提示 





2. (1) y=V2x-x; (2) у=——_ш(ах+1); 


l < e° e° е“ 
(3) yas 555 tas \@-1)=+у-з(2а-а°-2); 


4 
(4) y=lnsecx; (5) y= (z+ ; (6) y=ln (e'+e*)-In 2. 


习题 7-6( 第 337 页 ) 


1. (1) 线性 无 关 ; (2) 线性 相关 ; (3) 线性 相关 ; 
(4) 线性 无 关 ; (5) 线性 无 关 ; (6) 线性 无 关 ; 
(7) 线性 相关 ; (8) 线性 无 关 ; (9) 线性 无 关 ; 
(10) 线性 无 关 . 

2. y=Cicos wx+C,sin wx. 

3. у= (С,+С,х)е". 

4. ЩЩ. 

5. у= Сџе*+С,(2х+1). 

6. у= С,х+С,х° +x". 

7 


. у= Ссоѕ х+С,ѕіп х+хѕіп х+соѕ хіп 1соѕ xl. 


`8. у= Сүх+С,л1п1к1+—-х1л? 1х1. 


习题 7-7( #3461) 


1. (1) y=C,e*+C,e"”; (2) у=С,+С,е“; 
(3) у=Сүсоз x+C,sin x; (4) у=е (Cicos 2x+C,sin 2x); 
(5) x=(C,+C,t)e*'; (6) y=e™” (Ccos x+C,sin x); 


(7) y=C,e*+C,e *+C,cos x+C,sin x; 
(8) у=(С,+С,х)соз x+( C,+C,x)sin x; 
(9) y=C,+C,x+( C,+C,x)e*; 
(10) y=C,e*+C,e*+C,cos 3x+C,sin Зх. 
2. (1) у=4е*+2е”; (2) y=(2+x)e?; (3) y=e™-e"; 
(4) y=3e “sin 5х; (5) y=2cos 5x+sin 5х; (6) y=e*sin Зх. 
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习题 答案 与 提示 





v = k Т 
3. ase O C (1—e er уе", 
vk; +4k, 


4. uc (1) = 2, 19e 10 1.910 ) у; 0) = 191070 еенэ) А. 
5. М=195 kg. 


习题 7-8( 第 354 页 ) 


1. (1) y=C e*+C,e "+e"; 


x 


(2) y=C cos ax+C,sin ax+— i 
ii 1 +а 
5, 1 3 7 
(3) y=C,+C,e 2 +39579 +559: 


(4) y=Cle +С,ег* +| 37-3) е”; 


(5) y=e"(C cos 2x+C,sin 2х) — ae" cos 2x; 


А xl я 
(6) у= (С, +С,х)е? EA А 


ll 1 


(7) у= Спе" +С,е 7+ > 


(8) y=C,cos 2x+C,sin 2х+-рхсов x+ sin x; 


(9) у= С cos x+C,sin x+ +> sin £; 


(10) у= Cie+Cae -+0eos 2x ,提示 :sin х=-( l—cos 2x). 


2. (1) y=-cos x- sin x+ sin 2x; 
5 


(2) y=-5e t et>; 


l u RA L s 
(3) y=> (e +е") е"; 


(4) y=e*-e™ +e" (x -x); 


EERE 
(57 re le a" 


з. 取 炮 口 为 原点 ,炮弹 前 进 的 水 平方 向 为 * 轴 , 铅 直 向 上 为 y 轴 建 立 直角 
坐标 系 ,弹道 曲线 为 
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习题 答案 与 提示 





X=v COS Q • t, 
А 1, 
y=vsin а * 1—28 . 


4. и. (1) = 20-20е`**!°"[ соѕ(5х10°1) +ѕіп(5х10°:) ] У; 
(1) = 4х107°е 1" зіп(5х10°:) А, 
提示 :电路 方程 参见 第 六 节 例 2. 


S [їйлє Оаа Бу ва 9) [a [1954 2) А 
8 Е 3 


6. ф(х) = L (eos x+sin х+е*). 
习题 7-9( 83569) 


C, 
1. у= G,%+—. 
х 


2. у=х(С,+С,1а1х1) +х1п^ 1х1. 
3. у= Сух+С, хіп х1 +С,х°. 


4. ye ln2x+ln x) „г; 
2 4 
9. у= Ci tC 人 
6. y=x[ С,соѕ(,/3 In х) +C,sin(./3 In х) +39 In х). 
7. у= Сух? +С,х ln къа. 
8. у= Сух+х[ С,соѕ(1а х) +С, ѕіп(1 х) 0 х-2) +3х1п х. 
“习题 7-10( #3594) 


у= Се +C,e *, 
1. | Ы 
2=Сџе`-С,е*; 
(2) х= Се +С,е' +С,соѕ t+C,sin t, 
Неи 1-С, ѕіп t; 
x=3+C cos t+C,sin t, 
G) | 


y=-C sin t+C,cos t; 
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习题 答案 与 提示 











ес! Л?” (Zm 2. l x 
+С,е 
Си "и" “6° $ 
_4- Бу ey (д. CB e 7 x 
=(-4-v 15) (4-/15)C,e 116°? 
С,-3С,. 3C +C, š 
їп t- cos 1-1 +1+3 , 
(5) B 
у= С,соѕ t+C,sin 1+2t -31-4; 
Ке, 8sin t+cost 
С, tis 
= e + 55 i 
__4 Е мй „б1зїп t- 33cos t 
= Tog +С,е т Ў 
х= іп t, x=cos t, x=e', 
ау} 0 af 
y= y=sın t; у=4е ; 
х= 2соз 1-45іп ы 3 
(4) 2 
y=14sin t—2cos 1+2е'; 
x=4cos t+3sin 1t-2e “—2е sin t, 
(5) 
y=sin t—2cos t+2e cos t; 
2 1 
те 749° 
= pT IR” 
2 7 49 
总 习题 七 (第 360 页 ) 
1. (1) 3; (2) y = е” оса) еа +С); 
(3) yA) sy) =O; (4) y=C,.(z-1D+C,(-1)+1. 


2. (1) (В); (2) (В). 
3. (1) у(у?+1)= 1; (2) у"-3у'+2у=0. 


4. (1) x-yxy =C; (2) ppn ; 
ln x 
-2 1 * -2 x2 2 

(3) х= Су +In y-—; (4) у= Се“ +х +1; 


(5) у=1п1сов(х+С,)1+С,; (6) у= 51-008" + ecer) ; 
1 
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习题 答案 与 提示 





(7) y=e (Clcos 2х+С,ѕіп 2x) -Z cos Zt sin 2x; 


(8) у= С++ -53) е*-х'-х; 


“(9) х®=бСу*+у*; (10) Jayy =a’ +3ayaC. 
`5. (1) x(1+2ln y)-y =0; (2) у=——_1п(ах+1); 
(3) y=2arctan е“; (4) у=ле "+ sin x. 
6. у=х-х1а x. 
7. 约 250 m°. 


8. ф(х) = cos %+Sin x. 


9. p(x)= Ve -1 -агсќапу/е*-1. 
10. Е. 


“11. (1) y= 二 (Ci+Calnlz1) (2) у= С? +C, +a. 


хъсё Сув, 


2 
“12, (1) i 
y=-(C,+C,+C,t)e“ —-; 
_t -2r 1 t 
x=C, +C,e '+С,е -6°, 
(2) 


у=б,е“-С,+С,е”"+-ре I 


427. 
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